
 בני גורן

 

 חשבון דיפרנציאלי -פונקציות רציונאליות

 

 יח"ל  5תרגילים עם פונקציות רציונאליות לתלמידי  תיאוריה וקובץ 

יח"ל(    5-ו 4קובץ זה מיועד לבתי ספר שמלמדים בכיתה  י'  מהספר מתמטיקה  )     

של  כל החומראדום( ורוצים ללמד את -)כתום  408-ו 404  ניםחלק א'  שאלו

 פונקציות רציונאליות בכיתה  י'.

 קובץ זה נגיש לכל התלמידים בחינם וניתן גם להדפיס אותו.       

   2-יח"ל(  חלק ב' 5) מהספר מתמטיקה  חומר שמופיע בקובץ זה נלקחכל ה  הערה:

 בכיתה  י"א.   צהוב( ורצוי ללמד אותו-)אפור  408 שאלון 

 

 

 

 

 התרגילים מופיעים בהמשך לעמוד זה.
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פר� שני

—חשבו� דיפרנ�יאלי 
פונ��יות ר�יונאליות

 פונ��יות ר�יונאליות—תחו� ההגדרה 

 ‰Èˆ˜ÂÙ ¨ÂÈ‡¯˘ ÈÙÎ˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‡È‰˘ ‰Èˆ˜ÂÙ ‡È‰ ‰Ó Ï˘ ÌÈÓÂÈÏÂÙ È˘¯ÈÎÊ  Æ

∫˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ ‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙ Â‰Ó

  ÈÎ¯ÚÏ ˙¯„‚ÂÓ ˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙx‰Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰ÎÓ‰ Ì¯Â·Ú˘  

ÆÒÙ‡Ó

∫‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙ ˙‡ ‡ˆÓx+±

x2—x—±≤
Ω  yÆ

∫ÔÂ¯˙Ù

±≤ Ω ∞    ˙ÈÚÂ·È¯‰ ‰‡ÂÂ˘Ó‰ ˙‡ Ï·˜ ÒÙ‡Ï ‰ÎÓ‰ ˙‡ ‰ÂÂ˘ Ì‡—x—x2Æ

 Ω ¥    ∫Ì‰ ‰‡ÂÂ˘Ó‰ ˙ÂÂ¯˙Ùx1 ≥    ¨— Ω x2‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙ ÔÎÏÂ    

 ¥    ‡Â‰ x≥    ¨—  xÆ

תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(תחו� ההגדרה 

 פונ��יות ר�יונאליות—תחו� ההגדרה 

מ�א את תחו� ההגדרה של כל אחת מהפונ��יות הר�יונאליות הבאות:

x
x—2

3x
x2+1

(x—4)
(x—4) (x—5)

(5 (4

(1(3 (2+

●

x—1
x+3

y = 

(6y = y = 

1
x

x+2

2x2—3x—5
y = 

y = 
x—1

x2+4x—5
y = 
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3
●

נתונות הפונ��יות    1) 
1

x+3
.g(x) = 

x—1
(x—1) (x+3)

,f(x) = 

הא� הפונ��יות זהות?    נמ� את תשובת�.

מ�א את נ�ודות החיתו� ע� ה�ירי� של הפונ��יות הר�יונאליות הבאות:

�בע אילו מהפונ��יות הבאות ה� אי זוגיות ואילו ה� זוגיות:

 פונ��יות ר�יונאליות ע� פרמטרי�—תחו� ההגדרה 

 =תחו� ההגדרה של הפונ��יה    20)
x—b

x2+bx+c
 f(x) 6    הוא     x 1    , x.

.c  ו�bמ�א את  א.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

נתונה הפונ��יה:    21)
x+2a

x2—4ax+3a2
 = f(x)    ) 0 (a.

  את:aהבע באמ�עות  

תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

שיעורי נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

    בתרגיל  22  �רי� להיעזר בח�ירה פשוטה של משוואה ריבועית.הערה:

 =נתו� שהפונ��יה    22)
x2+b

x2+bx+2b
 f(x)    ) 0 (bאינה מוגדרת עבור ער� אחד בלבד    

.xשל  

.bמ�א את  א.

.yמ�א את שיעורי נ�ודת החיתו� של הפונ��יה ע� �יר  ה�ב.

?  נמ�. xהא� הפונ��יה חותכת את �יר  ה�ג.

48

1

x4—5x2+4

x2—1

x4—9x2

1

6x3+7x2—3x
(8 (7

(11(12 (10

(9y = 
x

x3—x
y = 

y = 

y = 
1

x2+2x+2

y = x—1

x4—x2—2
y = 

x2—9x+18

x2—9

x2—5x
x2+x

(14(16 (15y = x2—4

x2+1
y = y = 

x2

x3+2x
(18 (17y = 

x
x2—1

y = 
x3—x

xy = (19
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,  לגבי הפונ��יות שבתרגילי� הבאי�, את:aהבע באמ�עות  

תחו� ההגדרה.א)

נ�ודות החיתו� ע� ה�ירי�.ב)

 פונ��יות ר�יונאליות):—(תחו� ההגדרה תשובות  

  (1 2 x.  (2    3—  x 0  , x.  (3     1 x5  ,—  x.(4      1
2 2 x1  ,—  x.(5     4   x,

 5 x.(7      כל  x.(8     0   x1  ,     x.(9     0   x  ,1
3   x  ,1

21—  x.(10     0   x,

3     x.(11    1      x2  ,     x.(12      2     x .(14      )4— , 0(  ,)0 , 2(  ,)0 , 2—(.

  אי זוגית.    19)  זוגית.    18)  אי זוגית.    17).)6 , 0(,  )0 , —2(      16).)5 , 0(  15)

7 (.   ב.  b = 6  ,c = —  א.  207)
,)—a2 , 0(.   ב.  a  x  ,a 3 x  א.  21).    )  —7 ,  0 (,  )  0 ,  6

)2
3a , 0(    .(22  .א.  8.   ב  ) 1

1(.   ב.  a  x  א.  23)  .   ג.  לא.  )  0 ,  2
a2 , 0(  ,)0 , 1—(.

1(.   ב.  a   x  א.  24)
a2 0,(  ,)0 , 1(  ,)0 , 1—(    .(25 0  .א   x  ,a 2 x  1.   ב.  א�

2 1 a

1,  א�  )  3 ,  0 (אז  
2 = 1aאז אי� חיתו� ע� ה�ירי  �.

 פונ��יות ר�יונאליות—משי� 

Æ˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙ ÌÚ ˜È˘ÓÏ ‡Ó‚Â„ ‡È·

∫‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ‰Â˙Æy†Ω

ax
x2´bx

    ‰„Â˜· ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚Ï ˜È˘Ó‰ ¯˘È‰ ÚÂÙÈ˘    )± ¨ ±—(

  ‡Â‰±
≤—Æ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ‡ˆÓ  Æ

∫ÔÂ¯˙Ù

    ‰„Â˜‰ È¯ÂÚÈ˘ ˙‡ ·Èˆ Ì‡)± ¨ ±—(    Ï·˜ ‰Èˆ˜ÂÙ·    ±†Ω
—a
±—b ÔÎÏÂ    ‰‡ÂÂ˘Ó

‰Â˘‡¯±    ∫‡È‰ — Ω b—aÆ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ¯ÂÊ‚ ÚÂÙÈ˘‰ ÏÚ ÔÂ˙· ¯ÊÚÈ‰Ï È„Î    Æ

    ∫Ï·˜Æy 
†Ω
a(x2´bx)†—†ax(≤x´b)

(x2´bx)2±    ·Èˆ Ì‡    — Ω x≠Ï  ‰ÂÂ˘Â    ±
≤—∫Ï·˜  

Æ
a(±—b)†´†a(—≤´b)

(±—b)2
Ω†— ±

≤ ÔÎÏ    ‰ÈÈ˘ ‰‡ÂÂ˘Ó    ∫‡È‰ —b)2±( Ω aÆ≤

 Ω ≤    ∫Ì‰ ÂÏ·È˜˘ ˙Â‡ÂÂ˘Ó‰ È˙˘ Ï˘ ˙Î¯ÚÓ‰ ˙ÂÂ¯˙Ùa Ω ≥≠Â    b Ω ∞    Â‡    a

 Ω ±≠Âb    ‡È‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ÔÎÏ    ÆÆy†Ω
≤x

x2´≥x
    © Ω ∞    Â·˘ ÔÂ¯˙Ù‰aÆ®ÔÎ˙ÈÈ ‡Ï    

a  0    ,y = a > 1    ,y = (24 (23(25 x2—1

x2—a2
x+1

(x—a)2
a > 0    ,y = x—3

x2—2ax
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תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(משי� 

 פונ��יות ר�יונאליות—שיפוע המשי� 

מ�א לגבי הפונ��יות הבאות:

את שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה בנ�ודה שרשומה לידה.א)

.xאת הזוית שהמשי� יו�ר ע� הכיוו� החיובי של �יר  ה�ב)

:mמ�א את הנ�ודות על גר� הפונ��יה שהמשי� בה� הוא בעל שיפוע נתו�  

 פונ��יות ר�יונאליות—משוואת המשי� 

מ�א את משוואת המשי� לגר� הפונ��יה בנ�ודה הרשומה לידה:

  שלה� רשו� לידה:yמ�א את משוואות שני המשי�י� לגר� הפונ��יה בנ�ודות ששיעור  ה�

= yמ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה    א.15) x2+x—2
xע� �יר  ה�    x.

מ�א את משוואות המשי�י� לפונ��יה בנ�ודות החיתו� הנ"ל.ב.

:mמ�א את משוואות המשי�י� לגרפי� של הפונ��יות הבאות עפ"י השיפוע  

(1x = —1        ,y =
1—x2

x—3
x = 1        ,y =

x
(x—2)2

(2

(3x = 0        ,y =
x2—4x

x2—x+2
(4x = —3        ,y =

x2+x—1
x+1

(5m = 0        ,y =
x—1

x2+3
(6m = —            ,y =

2x—3
x—3

1
3

,y =
x2+x+1

x+1
(7m =

3
4

(8m = —            ,y =
x2+1
x—2

1
4

(9x = —2        ,y =
x—1
x+1

(11x = 2        ,y =
x2

x2—2
(12x = 1        ,y =

x
x2+x—1

(10x = 1        ,y =
2x2+1
x—2 ●

x2—x
x+3

y = 1        ,y =
1

x2—3x+1
(13(14y = 1        ,y =

(17m = —2        ,y =
x2+3

x (16m = —4        ,y =
x—5
1—x
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8
●

לגר� הפונ��יה    1) 
x—4
x+5

 = y11    העבירו משי� בנ�ודה    — = x.

מ�א את משוואת המשי�.א.

מ�א משי� נוס� לגר� הפונ��יה שמ�ביל למשי� שמ�את בסעי� א�.ב.

מ�א את משוואת המשי� לגר� הפונ��יה    19)
1
x —  = 2y,בנ�ודה שנמ�את ברביע השני    ,

.)2 , 5(    ו�)—6 , 3(שמ�ביל לישר העובר דר� הנ�ודות    

x+3מ�א את משוואות שני המשי�י� לגר� הפונ��יה    20)
x+1

y = שמאונכי� לישר    

 = 5y—x.2

המשי� לגר� הפונ��יה    21)
x

x+1
 = yבנ�ודה מסוימת מ�ביל למשי� לגר� הפונ��יה    

x—1
x+3

 = y  בנ�ודה בעלת אותו שיעור    x.

  של נ�ודות ההש�ה (מ�א את שתי האפשרויות).xמ�א את שיעור ה�א.

  החיובי שמ�את בסעי� א� מ�א את המשוואות של שני המשי�י�.xעבור  ה�ב.

5x+לגר� הפונ��יה    22)
4

y = 1
x

.B  ומשי� בנ�ודה  A    ברביע הראשו� העבירו משי� בנ�ודה  

�x  גדול פי  3  משיעור  ה�A  של הנ�ודה  xשני המשי�י� מאונכי� זה לזה.  נתו� ששיעור  ה
.Bשל הנ�ודה  

  הוא מספר של�.A  של הנ�ודה  x  א� נתו� ששיעור  ה�Bו�A  מ�א את שיעורי הנ�ודות  א.

  שמ�את בסעי� א�.Bו�A  מ�א את משוואות שני המשי�י� עבור הנ�ודות  ב.

 פונ��יות ר�יונאליות—משי� ע� פרמטרי� 

שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    23)
x2+ax
x+1

 = y = 1    בנ�ודה    x.2  הוא    

.aמ�א את  א.
.xמ�א את משוואת המשי� בנ�ודה    1 = ב.

1שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    24)
x+2

 + ax2 = f(x)1    בנ�ודה    — = x.3  הוא    

.aמ�א את  א.
.x = —מ�א את משוואת המשי� בנ�ודה    1ב.

f(x) = (x)  היא פונ��יה המ�יימת    g(x)ג.g2    בתחו�    — > x הזוית.    מ�א את

.x    יו�ר ע� הכיוו� החיובי של �יר  ה�x  בנ�ודה    g(x) = 1שהמשי� לגר� הפונ��יה  

המשי� לגר� הפונ��יה    25)
x+a
x+2

 = y5    בנ�ודה    — = x  יו�ר זוית של    º�45  ע� הכיוו

�.xהחיובי של �יר  ה
.aמ�א את  א.
45  ע� הכיוו�ºמ�א את משוואות שני המשי�י� לגר� הפונ��יה שיו�רי� זוית של  ב.

�.xהחיובי של �יר  ה

51



52 ה�ילו� מספר זה הוא עבירה על החו�★) ב
	2 חל� — יח"ל 5 (מתמטי�ה בני גור� — כל הזכויות שמורות ©

6
●

המשי� לגר� הפונ��יה    2) 
ax—5

x2—3x+1
 = y = 3    בנ�ודה    x  יו�ר זוית של    º135  ע�

�.xהכיוו� החיובי של �יר  ה
.aמ�א את  א.
מ�א את משוואת המשי�.ב.

המשי� לגר� הפונ��יה    27)
x+a
x+1

 = y = 3    בנ�ודה    x+3 = 0    מאונ� לישר    x4≠—≠y.
.aמ�א את  א.
מ�א את שתי הנ�ודות על גר� הפונ��יה שהמשי�י� בה� מאונכי� לישר הנ"ל.ב.

שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    28)
x2—6
x+a = y = 1    בנ�ודה    x.3  הוא    

.aמ�א את שני הערכי� האפשריי� של  א.
  ה�ט� מבי� השניי� שמ�את בסעי� א� אי� משי� לגר� הפונ��יהaהראה שעבור  ה�ב.

.xשמאונ� לישר    5 = 

שיפוע הפונ��יה    29)
a

x2—1
 = f(x) = 2    בנ�ודה    xשווה לשיפוע הפונ��יה    

3 + a—5
x

 = g(x) = 1    בנ�ודה    x.

.aמ�א את  א.
    הוא ג� המשי� לגר�x  בנ�ודה    f(x) = 2הראה שהמשי� לגר� הפונ��יה  ב.

    ומ�א את משוואת המשי� המשות�.x  בנ�ודה    g(x) = 1הפונ��יה  


f(x) = (x)  היא פונ��יה שמ�יימת    h(x)ג.h 1    בתחו�    > x3  ישר ששיפועו    .

  של נ�ודת ההש�ה.x.  מ�א את שיעור  ה�h(x) לגר� הפונ��יה  משי�

הראה ששיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    א.30)
x2+ax—2

x2—x+1
 = y = 1    בנ�ודה    x.3  הוא    

.a    בעזרת  xרשו� את משוואת המשי� בנ�ודה    1 = ב.
.    (הנ�ודה לא על גר� הפונ��יה).)2 , 5(  א� המשי� עובר דר� הנ�ודה    aמ�א את  ג.

לגר� הפונ��יה    31)
1
x = y�העבירו משי ,�,    ברביע הראשו

1בנ�ודה    
a ) , (a.

  את שיעורי נ�ודות החיתו� שלaהבע באמ�עות  א.

המשי� ע� ה�ירי�.

הראה ששטח המשולש שהמשי� יו�ר ע� ה�ירי�ב.

�  ומ�א אותו.aלא תלוי  ב

מ�א את נ�ודת ההש�ה א� סכו� אורכי ה�טעי�ג.

שהמשי� חות� מה�ירי� הוא  5.

x

y 1
xy =
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1  לגר� הפונ��יה  32)
x2 = y    העבירו משי� ברביע

1.(    הראשו� בנ�ודה
a2 , (a.

  את שיעורי נ�ודות החיתו�aהבע באמ�עות  א.

של המשי� ע� ה�ירי�.

  עבורו המשולש שהמשי� יו�ר ע�aמ�א את  ב.

ה�ירי� הוא שווה שו�יי�.

(ללא �שר לסעי� ב�).  שטח המשולש שהמשי� יו�ר ע� ה�ירי� מסתובב סביב �ירג.

�  וכ� נו�ר חרוט ישר שמרכז בסיסו הוא בראשית ה�ירי�.  הוכח שנפח החרוטyה

לא תלוי בנ�ודת ההש�ה וחשב את נפחו.

 בעיות שונות (פונ��יות ר�יונליות)—משי� 

שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    33)
ax2+b
x+3

y = 6    בנ�ודה    — = x  4     הוא
3

.

�.yמ�א את נ�ודת החיתו� של הפונ��יה ע� �יר  ה

x—aנתונה הפונ��יה:    34)
x—b

y =     ).a  b,    0(a  ידוע שהמשי�י� לגר� הפונ��יה    .

בנ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי� המ�בילי� זה לזה.

.b = 2aהוכח:    

ax2  משי� לגר� הפונ��יה    —ישר ששיפועו  353)

x+b
y =     1 , —1(    בנ�ודה(.

א
●

.b  ו�aמ�א את  . 
מ�א את משוואת המשי� לגר� הפונ��יה שמ�ביל למשי� הנ"ל.ב.

שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    36)
ax

x2—bx—6
y =     5    הוא  )2 , —1(    בנ�ודה

6
—.

מ�א את הפונ��יה.

2x—3    משי� לגר� הפונ��יה    ax = y—הישר    373)
x+1

y = .

  ואת נ�ודת ההש�ה.aמ�א את  

 על גר� הפונ��יה (משמאל).    מ�א אתשלאבתרגילי� הבאי� נתונות פונ��יה (מימי�) ונ�ודה 

נ�ודות ההש�ה ואת משוואות המשי�י� לגר� הפונ��יה שעוברי� דר� הנ�ודה:

(381
x = y        ,)1— , 3((39x+1

x—1
 = y        ,)7 , 0(

x2+x+aהישר שמשי� לגר� הפונ��יה    40)
x2+x—2

y = 1    בנ�ודה    — = x�x    חות� את �יר  ה
.xבנ�ודה    2 = 

.aמ�א את  

x

y y =
1

x2

(a ,      )1

a2



54 ה�ילו� מספר זה הוא עבירה על החו�★) ב
	2 חל� — יח"ל 5 (מתמטי�ה בני גור� — כל הזכויות שמורות ©

x+aלגר� הפונ��יה    41)
x+1

y =  = 1    העבירו משי� בנ�ודה שבה    xשהמשי� עובר �.    נתו

.)5 , 3(דר� הנ�ודה    

.aמ�א את  

ax+bהמשי�י� לגר� הפונ��יה    42)
x+1

y = בנ�ודות החיתו� שלה ע� ה�ירי� יו�רי� זוית    

.45x  ע� הכיוו� החיובי של �יר  ה�ºשל  

מ�א את משוואות שני המשי�י� א� ידוע שהפונ��יה לא עוברת דר� ראשית ה�ירי�.

הגרפי� של הפונ��יות    43)
1

x2
f(x) =�    ו

xn

2n
g(x) =    ) 0 (n.נחתכי� בזוית ישרה    

.nמ�א את  א.
מ�א את שיפועי שני המשי�י� לפונ��יות העוברי� דר� נ�ודת החיתו� שברביעב.

.�הראשו

(44f(x) שלה היא הפונ��יה:    שהנגזרת  היא פונ��יה 
x—a
x2+1

 = (x)
f.


(x)  המשי� לגר� הפונ��יה  aהראה שלכל ער� של  א.f = 0    בנ�ודה  xיו�ר זוית    

.45x  ע� הכיוו� החיובי של �יר  ה�ºשל  
.x  את משוואת המשי� הנ"ל בנ�ודה    a = 0הבע באמ�עות  ב.

(x)    המשי� חות� את הפונ��יה   aהראה שכאשר    0 ג.fבנ�ודת החיתו� שלה  

�.xע� �יר  ה
    הוא  x.2  בנ�ודה    f(x) = 1.5  א� שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה  aמ�א את  ד.

שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    45)
x—a2

x = f(x)    )0>  (a  בנ�ודה    A.4  שעל הגר� הוא  

  נמ�את מימי�A  א� נתו� שהנ�ודה  a  בעזרת  Aהבע את שיעורי נ�ודת ההש�ה  א.

�.yל�יר  ה
.aהבע את משוואת המשי� בעזרת  ב.
9מ�א את משוואת המשי� א� שטח המשולש, שהמשי� יו�ר ע� ה�ירי�, הוא  ג.

8
.


f(x) = (x)  היא פונ��יה המ�יימת:    g(x)ד.g0    בתחו�    >  xחשב את הזוית    .

1  בנ�ודה    g(x)שהמשי� לגר� הפונ��יה  
4

 = xהחיובי של �    יו�ר ע� הכיוו

�.�xיר  ה

3x2—1הוכח:    לא �יי� משי� לגר� הפונ��יה    46)
x+2

 = y.שעובר דר� ראשית ה�ירי�    

x2+2ישר שמשי� לגר� הפונ��יה    47)
x = y�.y  בנ�ודה שבה    y = 2    חות� את �יר  ה

חשב את שטח המשולש שהמשי� הנ"ל יו�ר ע� ה�ירי�.
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    ו�x2 = f(x) לגרפי� של הפונ��יות    המשי� המשות�מ�א את משוואת 48)
1
x— = g(x).

    ו�x3 = f(x)לגרפי� של הפונ��יות    49)
3
x— = g(x)העבירו משי� משות�.  נ�ודות    

ההש�ה ה� ברביעי� הראשו� והרביעי בהתאמה.

.xמ�א את הזוית שהמשי� יו�ר ע� הכיוו� החיובי של �יר  ה�

 פונ��יות ר�יונאליות):—(משי� תשובות  

1  א.  1)
1  א.  º    .116.565(4.   ב.  —  א.  º    .71.565(32  א.  3.   ב.  º    .153.43(2.   ב.  —2

4.1

º    .51.34(5  )1ב.  
6 , 3(  ,)1

2— , 1—(    .(6  )1 , 0(  ,)3 , 6(    .(7  )1
21 , 1(  ,)1

23— , 3—(.

(8  )1
2— , 0(  ,)1

28 , 4(    .(9+7  x = 2y    .(11+6  x2— = y    .(12+3  x2— = y.

(13+1  x = 3y+10  ,x3— = y    .(141  —x2— = y1  ,—x2
3 = y.(15      .א  )2 , 0(,  )1 , 0—(.

,x = 3y+3  ,x = 1.5y    .(165  —x4— = y+11  ,x4— = y    .(17+6  x2— = y—ב.  3

6—x2— = y    .(19+3  x 1
4 = y    .(20  1

22 + x 1
2 — = y  ,1

21 — x 1
2 — = y    .(21  ,1  .5  א

3 —.

1ב.  
4 + x 1

4 = y  ,1
4 — x1

4 = y    .(22  .א  )2 , 3A(  ,)1
32 , 2

3B(+1  .ב   .x = y+3  ,x— = y.

.—  א.  º    .120.96(257.   ג.  x = 3y+.   ב.  2—  א.  x = 2y    .(242  א.  5.   ב.  23+1)

2,  —  א.  282).    )—5 , 0(,  )3 , 2(  א.  5.   ב.  27).    x = y+9  ,x = y—ב.  3
  א.  9.)29.    3

a2(  ,) 2 , 0(  א.  31).   ג.  a+x = 3y    .3—4  ב.  30).   ג.  x4— = y    .2ב.  11+
a , 0(.2  .ב   .

1(ג.  
1 , 2(  או  )2 , 2

3(  א.  32).    )2
a2 , 0(  ,) 0 , a1.5(  .2.   ב

3
 1 .   ג.  

4    .233(  )4— , 0(.

  x3— = y   .(36+81  ב.  35)
3x

x2—2x—6
.y =     (37 = 5  a  ,)3— , 0(    .(38  )1 , 1(+2  ,x— = y;

)1
2  ו�)—3 , —3

3 — x 1
9 — = y    .(39  )3 , 2(+7ו�  x2— = y  ;)5— , 2

.—  x18— = y    .(406+  ו�7)3

(413  —    .(422  —x = y+2  ,x = y    .(43  .1  א.  4.   ב
2

.—.   ד.  a—x = y5  ב.  )44.    2,  —

a2—1 , a (  א.  45)
2

  º    .108.43(47.4.   ד.  x = 4y—.   ג.  a4—x = 4y3.   ב.  1+)

(484  —x = 4y    .(49  º83.66.

 פונ��יות ר�יונאליות—נ�ודות �י�ו� 

Æ˙ÂÈÏ‡ÂÈˆ¯ ˙ÂÈˆ˜ÂÙ Ï˘ ÔÂˆÈ˜ ˙Â„Â˜ ˙‡ÈˆÓÏ ˙Â‡Ó‚Â„ ‡È·

∫ß‡ ‡Ó‚Â„
‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÌÂÓÈÒ˜Ó‰Â ÌÂÓÈÈÓ‰ ˙Â„Â˜ ˙‡ ‡ˆÓÆf(x)†Ω ≤x

x2´±

55
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∫ÔÂ¯˙Ù

∫Ï·˜ ¨ÒÙ‡Ï ‰ÂÂ˘Â ¯ÂÊ‚Æf 
(x)†Ω
≤(x2´±)†—†≤x†•†≤x

(x2´±)2
Ω

—≤x2´≤

(x2´±)2
Ω†∞

´≤ Ω ∞    ∫ÔÎÏ  ®∞≠Ó  ‰Â˘ ‰ÎÓ‰Â©  ∞≠Ï  ‰ÂÂ˘ ‰ÂÓ‰  ∞≠Ï  ‰ÂÂ˘ ¯·˘ ¯˘‡Îx2≤—

 Ω ±    ∫Ì‰ ˙ÂÂ¯˙Ù‰Âx1±    ¨— Ω x2Æ

∫‰ÈÈ˘ ÌÚÙ ¯ÂÊ‚ ÌÂÓÈÒ˜Ó ‡È‰ ÂÊÈ‡Â ÌÂÓÈÈÓ ‡È‰ ‰„Â˜ ÂÊÈ‡ ˙Ú„Ï È„Î

Æf 

(x)†Ω
—¥x(x2´±)2

†—†(—≤x2´≤)†•†≤(x2´±)†•†≤x
(x2´±)4

 ‡È‰ ÂÏ˘ ‰¯ËÓ‰˘ ¯ÂÎÊÏ È‡„Î ‰ÈÈ˘‰ ˙¯Ê‚‰ ˙‡ ·˘ÁÏ ÍÈ˘Ó˘ ÈÙÏ¯ÂÊ‚Ï ‡Ï

 ˙‡ ˙Ú„Ï ˜¯ ‡Ï‡ ‰ÈÈ˘ ÌÚÙ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡‰ÈÈ˘‰ ˙¯Ê‚‰ ÔÓÈÒ  ˙ÂÂ¯˙ÙÏ x1≠Â  x2Æ

 ÈÂËÈ··˘ ‰ÏÙÎÓ‰ÒÙ‡˙˙ ‰ÂÓ· ÈÓÈ‰  È¢Ú Ì‚ x1  È¢Ú Ì‚Â  x2˙ÂÂ¯˙Ù ‰Ï‡ È¯‰©  

´≤ Ω ∞    ‰‡ÂÂ˘Ó‰x2≤— ˙‡ ˜Â„·Ï ˜ÈÙÒÓ ÔÎÏÂ    ®ÔÓÈÒ‰ÈÂËÈ··˘ ‰ÏÙÎÓ‰ Ï˘ 

‰ÂÓ·˘ ÈÏ‡Ó˘‰ ‰Ê ‰¯˜Ó· ÈÎ ‰ÎÓ‰    )4´±(x2 ‡Â‰    È·ÂÈÁ    ÈÂËÈ·‰ Ì‚  Æ)2´±(x2

 ‡Â‰È·ÂÈÁ  ÈÂËÈ·‰ ÈÙÏ ˜¯ Ú·˜ ‰ÈÈ˘‰ ˙¯Ê‚‰ ÔÓÈÒ ÔÎÏÂ x¥— ‰˘ÚÓÏ ‡Â‰˘  ˙¯Ê‚

‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ï˘ ‰ÂÓ‰ Ω ±    ¯Â·Ú  Æx1 ∞    Ï·˜    <¥ —± Ω  • ¥—¯ÓÂÏÎ    ¨

 ∞< )±("f Ω ±≠·    ÔÎÏÂ    x±    ¯Â·Ú ¨‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡·  ÆÌÂÓÈÒ˜Ó ˘È    — Ω x2Ï·˜    

 ∞> Ω ¥ )±—( • ¥— ∞    ¯ÓÂÏÎ    ¨> )±—("f±≠·    ÔÎÏÂ    — Ω xÛÂÒ·Ï  ÆÌÂÓÈÈÓ ˘È    

  ÈÎ¯Ú ˙‡ ·˘Áy±≠Â  ±≠Ï  ÌÈÓÈ‡˙Ó‰  —    ∫Ï·˜Â  )± ¨ ±(ÌÂÓÈÒ˜Ó ˙„Â˜ ‡È‰    

≠Â)±— ¨ ±—(ÆÌÂÓÈÈÓ ˙„Â˜ ‡È‰    

∫‰¯Ú‰
∫‰‡·‰ ‰˜ÒÓ‰ ˙‡ Ï·˜Ï ÏÎÂ ‰Â¯Á‡‰ ‡Ó‚Â„Ï Ì‡˙‰·

  ÏÎÏ È·ÂÈÁ ‰ÎÓ ÏÚ· ¯·˘ ‡È‰ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ ‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ì‡xÈÏÂ‡ Ë¯Ù©  

ÔÂˆÈ˜ ˙„Â˜ Ï˘ ‰ÈÈ˘‰ ˙¯Ê‚‰ ÔÓÈÒ Ê‡ ®ÒÙ‡˙Ó ‰ÎÓ‰ Ô‰·˘ ˙Â„„Â· ˙Â„Â˜Ï

Æ‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ï˘ ‰ÂÓ‰ ˙¯Ê‚ ÔÓÈÒÎ ‡Â‰

∫ß· ‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÔÂˆÈ˜‰ ˙Â„Â˜ ˙‡ ‡ˆÓÆf(x)†Ω x2

x´±
∫ÔÂ¯˙Ù

∫ÒÙ‡Ï ‰ÂÂ˘Â ¯ÂÊ‚Æf 
(x)†Ω
≤x(x´±)†—†x2

†•†±

(x´±)2
Ω x2´≤x

(x´±)2
Ω†∞

 Ω ∞    ‰‡ÂÂ˘Ó‰ ˙ÂÂ¯˙Ùx´≤x2 Ω ∞    Ì‰    x1≤≠Â    — Ω x2˙¯Ê‚‰ ÔÓÈÒ ˙‡ ÚÂ·˜Ï È„Î    Æ

‰ÂÓ‰ ˙‡ ¯ÂÊ‚Ï ®‡Ó‚Â„‰ ÈÙÏ˘ ‰¯Ú‰‰ ÈÙÏ© ˜ÈÙÒÓ ÂÏ·˜˙‰˘ ˙ÂÂ¯˙Ù‰ ¯Â·Ú ‰ÈÈ˘‰

x´≤x2´≤    ‡È‰ ˙¯Ê‚‰    ¨x Ω ∞    Ï˘ ‰·ˆ‰    Æ≤x¯ÓÂÏÎ ¨È·ÂÈÁ ¯ÙÒÓ Â‰Ê˘ ¨≤  ˙˙Â    

≤    Ï˘ ‰·ˆ‰Â ÌÂÓÈÈÓ— Ω x≤  ˙˙Â    —¯Á‡Ï  ÆÌÂÓÈÒ˜Ó ¯ÓÂÏÎ ¨ÈÏÈÏ˘ ¯ÙÒÓ Â‰Ê˘  ¨

≠‰  ÈÎ¯Ú ·Â˘ÈÁy    ∫Ï·˜ ÌÈÓÈ‡˙Ó‰  )∞ ¨ ∞(≠Â    ÌÂÓÈÈÓ ˙„Â˜    )¥— ¨ ≤—(ÆÌÂÓÈÒ˜Ó ˙„Â˜    



57 ה�ילו� מספר זה הוא עבירה על החו�★) ב
	2 חל� — יח"ל 5 (מתמטי�ה בני גור� — כל הזכויות שמורות ©

∫‰¯Ú‰
Í¯ÚÓ ÏÂ„‚ ¯˙ÂÈ ‡Â‰Â  ∞  ‡Â‰ ÌÂÓÈÈÓ‰ ˙„Â˜· ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Í¯Ú ‰Â¯Á‡‰ ‡Ó‚Â„·

¥  ‡Â‰˘ ÌÂÓÈÒ˜Ó‰ ˙„Â˜· ‰Èˆ˜ÂÙ‰—˙ÂÓ„Â˜‰ ˙ÂÈˆ˜ÂÙ‰Ó ÏÈ„·‰Ï˘ ¨‡È‰ ‰·ÈÒ‰  Æ

 ÂÊ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ÙÈˆ¯ ‰È‡ ‡È‰  Æ˙¯„‚ÂÓ ‰È‡±    ¯Â·Ú — Ω xÈÂ· ‰Ï˘ Û¯‚‰ ÔÎÏÂ    

±    ¯Â·Ú „Á‡©  ÆÛÈˆ¯ Â˜ È¢Ú Ì‰ÈÈ· ¯˘˜ ÔÈ‡˘ ÌÈ„¯Ù ÌÈ˜ÏÁ È˘Ó— > x¯Â·Ú È˘‰Â    

±— < x Æ®

∫ß‚ ‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙÏ˘ ‰‡¯‰x

x´≤
 Ω f(x)ÆÔÂˆÈ˜ ˙Â„Â˜ ÔÈ‡    

∫ÔÂ¯˙Ù

∫ÒÙ‡Ï ‰ÂÂ˘Â ¯ÂÊ‚Æf 
(x)†Ω
±†•†(x´≤)†—†x†•†±

(x´≤)2
Ω ≤

(x´≤)2
Ω†∞

 ∞≠˘    ¯Â¯· ÈÎ ÔÂ¯˙Ù ÔÈ‡ ‰Ï·˜˙‰˘ ‰‡ÂÂ˘ÓÏÆÔÂˆÈ˜ ˙Â„Â˜ ÔÈ‡ Ï¢‰ ‰Èˆ˜ÂÙÏ ÔÎÏÂ    ≤ 

תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(נ�ודות �י�ו� 

 פונ��יות ר�יונאליות—מ�יאת נ�ודות �י�ו� 

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יות הר�יונאליות הבאות:

y =
3

x2—6x
(1(2(3 y =

x2+2

x2+1
y =

x
2

+ 2
x

(15

(x—3)2

(x—1)4
y =

(x—2)2

(x—1)3
y =

●
y = (13

y =
x2—6x

x2—6x+9
y =

2x
x2—2x+1

(6 (4y = x
x+1

(10(12

(16

(5y = x+2

x2+2x+4
y = + 4

3—x
1
x

(14

(11

x2—2

x
x3+2

y =
2x2—1

x2+2x—2

y =
x3

x—2
(17(18

y =

x4+16

x2
—y =

x2—3x
(x—2)2

y =

(19(20(21 4—x2

(x2+4)2
y =

(x— 2
3

) 
2

y =
x3

x2—1

(8
●

(9 (7y =
x2—6x+13

x—3
y =

1—2x
x2+2

y =
x2+5x+6

x2—4
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 פונ��יות ר�יונאליות):—(נ�ודות �י�ו� תשובות  

(1  )1
  מינימו�.)2 , 2(  מ�סימו�,  )≠—2 , —2(  3)  מ�סימו�.    )0 , 2(  2)  מ�סימו�.    )3 , —3

1(  5)  אי�.    4)
1(  מ�סימו�,  )0 , 2

1(  6)  מינימו�.    )≠—4 , —≠6
)1 , 3(  מ�סימו�,  )≠—3 , 3

1(  10)  אי�.    9)  מינימו�.    )5 , 4(  מ�סימו�,  )1 , —4(  7)מינימו�.    
  מינימו�.)≠—1 , —≠2

(11  )9
2(  מינימו�,  )1 , 1(  13)  אי�.    12)  מ�סימו�.    )6 , 8

3 , 1
2 , 0(  14)  מ�סימו�.    )2

3(

7(מ�סימו�,  
≠3≠ (  17).    )  פיתול)0 , 0((  מינימו�,  )3 , 27(  16)  מינימו�.    )3 , 9

3
2 , 3(

≠3≠ (מינימו�,  
3
)—2 , —8(  מ�סימו�,  )2 , —8(  18).    )  פיתול)0 , 0((  מ�סימו�,  )≠—≠3 , —≠2

1(  19)מ�סימו�.    
1(  מינימו�,  )12 , —≠32

1(    מ�סימו�,)0 , 4
  מינימו�.)≠—≠12 , —≠32

4(  מינימו�,  )2 , 0(  20)
1(  מינימו�,  )3 , 0(  21)  מ�סימו�.    )4 , 27

  מ�סימו�.)5 , 64

 פונ��יות ר�יונאליות—נ�ודות �י�ו� ע� פרמטרי� 

ÆÌÈ¯ËÓ¯ÙÂ ÔÂˆÈ˜ ˙Â„Â˜ ÌÚ ÌÈÏÈ‚¯˙ ÏÏÂÎ ‰Ê ÛÈÚÒ

תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(נ�ודות �י�ו� ע� פרמטרי� 

 נ�ודות �י�ו� (פונ��יות ר�יונאליות)—מ�יאת פרמטרי� 

לפונ��יה    1)
x2—x+a
x2—2x+5

 = y1    יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה שבה    — = x.

.aמ�א את  א.
מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

לפונ��יה    2)
x2+ax
(x+3)2

 = y = 1    יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה שבה    x.

  ו�בע את סוג ה�י�ו�.aמ�א את  א.

הא� לפונ��יה יש נ�ודות �י�ו� נוספות?  נמ�.ב.

2  היא הפונ��יה    f(x) של פונ��יה  הנגזרת3)
x2 + ax2 = (x)
f  ידוע שלפונ��יה    .(x)
f

.xיש ער� �י�ו� בנ�ודה שבה    1 = 

(x)  ואת נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה  aמ�א את  א.f.
  אי� נ�ודות �י�ו�.f"(x)  וג� לפונ��יה  f(x)הוכח:    לפונ��יה  ב.

שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    4)
—x2+a
(x—1)2

 = y = 2    בנ�ודה שבה    x4  הוא    ≠—.

.aמ�א את  א.
מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.
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לפונ��יה    5)
x2

ax+b
 = f(x)    4 , 8(    יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה(.

.b  ו�aמ�א את  א.
מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.


f(x) = (x)  היא פונ��יה המ�יימת    g(x)ג.g2    בתחו�    >  xמ�א את משוואת    .

    שעל הגר� שלה.)3 , 9(  בנ�ודה    g(x)המשי� לגר� הפונ��יה  

6
●

= yלפונ��יה    )  x2+ax+b
x—2

.)1 , —2(    יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה    

  ואת סוג ה�י�ו� של הנ�ודה.b  ו�aמ�א את  א.

מ�א את נ�ודת ה�י�ו� השנייה של הפונ��יה.ב.

לפונ��יה    7)
x+a
x2+b

 = y = 1    יש נ�ודות �י�ו� בנ�ודות    x5ו�    — = x.

.b  ו�aמ�א את  א.
מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

= yשיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    8)
ax2+b
(x—1)2

3(    בנ�ודה    
4

5    הוא  )≠—1 , 
4

.

.b  ו�aמ�א את  א.
מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה (א� יש כאלה).ב.

= yלפונ��יה    9)
x+a
x2+3

1  שלה הוא  y    יש נ�ודת �י�ו� ששיעור  ה�
2

≠—.

  ואת נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.  (היעזר בפירו� לגורמי�).aמ�א את  

 נ�ודות �י�ו� (פונ��יות ר�יונאליות)—הבעה בעזרת פרמטרי� 

נתונה הפונ��יה    10)
x

x2+ax+9
 = y    )6   (a.

.a  של נ�ודות ה�י�ו� והראה שה� לא תלויי�  ב�xמ�א את שיעורי  ה�א.
  של נ�ודות ה�י�ו� ו�בע את סוג�.y  את שיעורי  ה�aהבע באמ�עות  ב.

  את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יות הבאות ו�בע את סוג� במ�רי� הבאי�:aהבע באמ�עות  

.a > 0    ב).        a <0 א)

  (11
1

x2—2ax
 = y  (124a2

x
 + x = y(13  

x
x2+9a2

 = y

נתונה הפונ��יה:    14)
(x—a)2

x+1 = y 0    ,> a.

  את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה ו�בע את סוג�.aהבע באמ�עות  

59
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נתונה הפונ��יה    15)
x

x2+ax+a2
 = y 0    ,> a.

  את שיעורי נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה ו�בע את סוג�.aהבע באמ�עות  

a2—x2נתונה הפונ��יה    16)

(x+1)2
y = 1    ,> a.

  את שיעורי נ�ודת ה�י�ו� של הפונ��יה ו�בע את סוגה.aהבע באמ�עות  

נתונה הפונ��יה    17)
(x—a)2

x2+5
 = y 0    , a.

  את שיעורי נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה ו�בע את סוג�.aהבע באמ�עות  א.

דר� שתי נ�ודות ה�י�ו� הנ"ל מעבירי� ישרי� המאונכי� ל�ירי�.  נתו� שהמרובעב.

.aשמת�בל ע"י ארבעת הישרי� הנ"ל הוא ריבוע.  מ�א את  

נתונה הפונ��יה    18)
x—a

x2+3a2
 = y 0    ,> a.

  את שיעורי נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה ו�בע את סוג�.aהבע באמ�עות  א.

1נתו� ששיפוע הישר שעובר דר� שתי נ�ודות ה�י�ו� הנ"ל הוא  ב.
6

.a.  מ�א את  

נתונה הפונ��יה    19)
(x—a)2

x2+a
 = y 0    ,> a.

  את שיעורי נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה ו�בע את סוג�.aהבע באמ�עות  א.

    אי� לפונ��יה נ�ודות �י�ו�.a >0   עבור    aמ�א לאיזה ער� של  ב.

 נ�ודות �י�ו� (פונ��יות ר�יונאליות)—פרמטרי� ע� אי שוויונות 

    אז לפונ��יה    a <הראה שא�    0 20)
x2

x2+a
 = y    0 , 0(    יש נ�ודת מינימו� בנ�ודה(

.)0 , 0(    אז יש לה נ�ודת מ�סימו� בנ�ודה    a >וא�    0 

    אז לפונ��יה     aהראה שא�    0 א.21)
x2

x+a = yיש שתי נ�ודות �י�ו� שאחת    

מה� היא בראשית ה�ירי�.

    אז נ�ודת ה�י�ו� בראשית ה�ירי� היא נ�ודת מינימו�a <הראה שא�    0 ב.

    אז היא נ�ודת מ�סימו�.a >וא�    0 

    אז לפונ��יה    a <הראה שא�    0 22)
x

x2+a
 = yיש שתי נ�ודות �י�ו� שאחת מה�    

היא נ�ודת מינימו� והשנייה היא נ�ודת מ�סימו�.

נתונה הפונ��יה:    23)
x2+ax+1

x2+1
 = y.

    ונ�ודת מינימו�x    יש לפונ��יה נ�ודת מ�סימו�    ב�a = 1 <הראה שלכל    0 

.x = —ב�1
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נתונה הפונ��יה    24)
x2

x2+bx+2
 = y.

b  יש לפונ��יה שתי נ�ודות �י�ו�.  היעזר במידת ה�ור�  ב�bמ�א לאילו ערכי  א.
  של שתי הנ�ודות ו�בע את סוג�.xוהבע את שיעורי  ה�

  יש לפונ��יה נ�ודת �י�ו� אחת בלבד.  מ�א את הנ�ודהbמ�א לאיזה ער� של  ב.

ו�בע את סוגה.

= yלפונ��יה    25)
x2+a
x+b = 4    יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה שבה    x.

  של נ�ודת ה�י�ו�.yחשב את שיעור  ה�א.

  הנ�ודה הנ"ל היא נ�ודת מינימו�.bמ�א לאילו ערכי  ב.

    בתרגיל  26  �רי� להיעזר בח�ירה פשוטה של משוואה ריבועית.הערה:

= y  יש לפונ��יה    aמ�א לאילו ערכי  א.26)
x+a
x2—4

    שתי נ�ודות �י�ו�.

  שעבור� יש לפונ��יה נ�ודת �י�ו� אחת בלבד?  נמ�.aהא� ישנ� ערכי  ב.

נתונה הפונ��יה    27)
ax2+bx—2

(x+1)2
 = yידוע שלפונ��יה יש נ�ודת �י�ו� אחת בלבד    .

.bלא תלוי  ב	  שלה xששיעור  ה�
.a  של נ�ודת ה�י�ו� ואת  xמ�א את שיעור  ה�א.
  נ�ודת ה�י�ו� הנ"ל היא נ�ודת מ�סימו�.bמ�א לאילו ערכי  ב.

 פונ��יות ר�יונאליות):—(נ�ודות �י�ו� ע� פרמטרי� תשובות  

3(  א.  4.   ב.  1)
5(  מינימו�,  )—1 , 4

,  מינימו�.   ב.  לא.—  א.  23)  מ�סימו�.    )3 , 4

4(  א.  4.   ב.  4)  מינימו�.    )—1 , 4(  מינימו�,  )4 , 1(,  a  א.  2 = 3)
  מינימו�.)4 , —3

.x = 9y—18  מינימו�.   ג.  )4 , 8(  מ�סימו�,  )0 , 0(   ב.  .a2  ,— = b  א.  1 = 5)

1(   ב.  .a = 5  ,b  א.  2 = 7)
1(  מ�סימו�,  )1 , 2

.a = 4  ,b = —  א.  81)  מינימו�.    )—5 , —10

4(ב.  
1(  ,a = —  א.  91)  מינימו�.    )4 , —3

1(  מינימו�,  )—1 , —2
  מ�סימו�.)3 , 6

)   ב.  .    א.  103) 1
a+6

3 , )  מ�סימו�,  ( 1
a—6

—3 , 1(  א.  )11  מינימו�.    (
a2— , (a.מ�סימו�  

1(ב.  
a2— , (a    .מ�סימו�  (א.  12  a)4 , a2(מינימו�    ,a)4 —, a2—(ב.  .  מ�סימו�   a)4 , a2(

1(  א.  13)  מינימו�.    )—a)4 —, a2,  מ�סימו�
6a , a3(מ�סימו�    ,)1

6a— , a3—(מינימו�  .

1(ב.  
6a , a3(מינימו�    ,)1

6a— , a3—(    .0(  14)  מ�סימו� , (a  ,מינימו�  
(2a+2)2

—a—1(—a—2 , )
1(  15)מ�סימו�.    

3a, (a  ,מ�סימו�  )1
a— , a—(    .16)  מינימו�  —a2( , a2

1—a2   מינימו�.(

a2+5≠(  מינימו�,  a) , 0(  א.  17)
5

 , 5
a—≠(5  1(  א.  18).    —  מ�סימו�.   ב.  5  או

2a— , a—(
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1(מינימו�,  
6a , a3(    .1  .1+(  א.  19)  מ�סימו�.   בa , 1—(≠  ,מ�סימו�  )0 , (a.מינימו�  

4  מינימו�,   b = 0  ;x  א.  0 24).    —ב.  1
b—≠ = x.0 =    ב.    מ�סימו�b  ;)0 , 0(.מינימו�  

.x2  ,— = a  א.  1 = 27).   ב.  לא.    a > —  או  a2 <  א.  b    .(26 2 < —4  א.  8.   ב.  25)

.b < —4ב.  

 פונ��יות ר�יונאליות—עלייה וירידה 

‰¯˜Ó‰Ó ÏÈ„·‰Ï  Æ˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ ‰„È¯ÈÂ ‰ÈÈÏÚ ÈÓÂÁ˙ ˙‡ÈˆÓÏ ‡Ó‚Â„ ‡È·

  ÏÎÏ ÌÈ¯„‚ÂÓ Ì‰˘ ¨ÌÈÓÂÈÏÂÙ Ï˘x ·Ï ÌÈ˘Ï ÍÈ¯ˆ Ô‡Î  ¨‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙ÏÆ

∫‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰„È¯È‰Â ‰ÈÈÏÚ‰ ÈÓÂÁ˙ ˙‡ ‡ˆÓx2

x2´≤x—≥
Æy†Ω

∫ÔÂ¯˙Ù

∫‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ¯ÂÊ‚

Ω Ω
≤x3´¥x2—∂x—≤x3—≤x2

(x2´≤x—≥)2

≤x2—∂x
(x2´≤x—≥)2Æy 
†Ω

≤x(x2´≤x—≥)†—†x2(≤x´≤)
(x2´≤x—≥)2

Â ˙ÂÈ‰‰ÎÓ‰    )2≥—x´≤(x2 ‡Â‰    È·ÂÈÁ  ÈÎ¯Ú ÏÎÏ x¨˙¯„‚ÂÓ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ì¯Â·Ú˘  

 È˙Ó ˜Â„·Ï ¯˙ÂÈ·ÂÈÁ ‰ÂÓ‰ ‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ê‡ ¨˙È·ÂÈÁ ‰Èˆ˜ÂÙ‰Â ‰ÏÂÚÆ

 ∞    ÔÂÈÂÂ˘‰ È‡> x∂—x2 ≥    ‡Â‰ ÂÏ˘ ÔÂ¯˙Ù‰˘ ÈÚÂ·È¯ ÔÂÈÂÂ˘ È‡ ‡Â‰    ≤> x   Â‡    ∞  < xÆ
Ï ·Ï ÌÈ˘ ÂÈ˘ÎÚ‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙ ±    ¯Â·Ú ˙¯„‚ÂÓ ‰Èˆ˜ÂÙ‰  Æ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘  x≥    ¨—  xÆ

 ÏÎÂ∫ÌÎÒÏ

  ∫ÌÂÁ˙· ‰ÏÂÚ ‰Èˆ˜ÂÙ‰  ≥  > x ∞    Â‡    < x <≥ —≥    Â‡    — < xÆ
 ≥    ∫ÌÂÁ˙· ˙„¯ÂÈ ‰Èˆ˜ÂÙ‰< x < ±    Â‡    ± < x <Æ∞ 

∫‰¯Ú‰ÆÔÂˆÈ˜‰ ˙Â„Â˜ ˙¯ÊÚ· Ì‚ ‰„È¯È‰Â ‰ÈÈÏÚ‰ ÈÓÂÁ˙ ˙‡ ‡ÂˆÓÏ Ô˙È    

תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(עלייה וירידה 

 פונ��יות ר�יונאליות—עלייה וירידה בנ�ודה 

מ�א לגבי כל אחת מהפונ��יות הבאות א� היא עולה או יורדת בנ�ודות הרשומות לידה:

(בדו� את הנ�ודות מימי� לשמאל)

2x2+1

x2+2x
x = —      ,1  ,0        ,y =

1
2

x2+1
x+1

x = —1  ,1  ,0        ,y =(2 (1
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 פונ��יות ר�יונאליות—תחומי עלייה וירידה 

מ�א את תחומי העלייה והירידה של כל פונ��יה:    (שי� לב לתחו� ההגדרה)

1נתונה הפונ��יה    18)
x2

 — 1
x = f(x).

  עולה.f(x) 0    הפונ��יה  > x >הראה שבתחו�    2 א.

.x  ע� �יר  ה�f(x)מ�א את שיעורי נ�ודת החיתו� של הפונ��יה  ב.
.f(x)מ�א את תחומי החיוביות והשליליות של הפונ��יה  ג.


f(x) = (x)  היא פונ��יה המ�יימת    g(x)ד.g 0    בתחו�    > x.
  ו�בע את סוגה.g(x)  של נ�ודת ה�י�ו� של הפונ��יה  x(1)  מ�א את שיעור  ה�

.g(x)(2)  מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה  

g(x)  ששיפוע המשי� בה לגר� הפונ��יה  g(x)(3)  נתונה נ�ודה על גר� הפונ��יה  
  של הנ�ודה.x.  מ�א את שיעור  ה�—      הוא  2

 פונ��יות ר�יונאליות—עלייה וירידה ע� פרמטרי� 

= y.נתונה הפונ��יה    19)
ax+5

x2—2x+2
    יש לפונ��יה נ�ודת �י�ו�.x    בנ�ודה שבה    0 = 

.aמ�א את  א.
  שמ�את בסעי� א� ומ�א את:aה�ב בפונ��יה את  ה�ב.

(1)  תחו� ההגדרה של הפונ��יה.

(2)  תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.

לפונ��יה    20)
ax—b

x2—6x+5
 = y = 2    יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה שבה    x.

.b = 2aהראה שמת�יי�    א.
.    מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.b <נתו�    ש�0 ב.

    את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יות הבאות:a    ) 0> (aהבע באמ�עות  

(219a2

x + x = y(221

x2—4ax
 = y
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x—5

x2—5x+4
(14y =

1

4x3—9x2+6x
y =

x2—3
x—2

y =
x2—x—1

x+1
y =

x
x—1

(8y = x2—1
x (7 (6

●

x+2

x2+5
y =

(9(10(11

x2—6x
x2—6x+8

(12y =
x2

x2—x—2
(13y =

x2—5x
(x—5)2

(16y =
x2—x
x2—1

(17y =
x

x2—4x+4
(15y =

●

—x
x2+1

(5y =
x2

x2+1
(4y =

3

x2+2
(3y =

y =



64 ה�ילו� מספר זה הוא עבירה על החו�★) ב
	2 חל� — יח"ל 5 (מתמטי�ה בני גור� — כל הזכויות שמורות ©

 עלייה וירידה (פונ��יות ר�יונאליות)—פרמטרי� ע� אי שוויונות 

x+aנתו� שהפונ��יה    23)
x2+10

 = y = 2    יורדת בנ�ודה שבה    x מתאפסתלא    והנגזרת 

בנ�ודה זו.

.a נמ�א  תחו�מ�א באיזה א.
  בחל�ו החיובי?  נמ�.xהא� ייתכ� שגר� הפונ��יה חות� את �יר  ה�ב.

?    נמ�. xהא� ייתכ� שלפונ��יה יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה    1 = ג.

ax3 + a2נתו� שהפונ��יה    24)

x + x2 = 2y = 1    עולה בנ�ודה    xוהנגזרת שלה לא מתאפסת    

בנ�ודה זו.

.aמ�א באיזה תחו� נמ�א  א.
?  נמ�. —    הוא  x3 = —הא� ייתכ� ששיפוע המשי� לגר� הפונ��יה בנ�ודה    2ב.

  הפונ��יה    aמ�א לאילו ערכי  25)
x—a
x—3

 =   y  ) 3 (a:

עולה בכל תחו� הגדרתה.א.

יורדת בכל תחו� הגדרתה.ב.

    מ�ביל לישר שמשי� לגר�a = xישר המשי� לגר� הפונ��יה בנ�ודה שבה    ג.

x  א� נתו� שהפונ��יה עולה לכל  a.    מ�א את  xהפונ��יה בנ�ודה שבה    4 = 
בתחו� הגדרתה.

:    בתרגיל  26  �רי� להיעזר בח�ירה פשוטה של משוואה ריבועית.הערה

x+aנתונה הפונ��יה    26)
x2—1

 = y.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

  בתחו� ההגדרה שלה.x  הפונ��יה יורדת בכל נ�ודה  aמ�א לאילו ערכי  ב.

 פונ��יות ר�יונאליות):—(עלייה וירידה תשובות  

  לא מוגדרת,  לא עולה ולא יורדת (מינימו�),  לא עולה2)  יורדת,  עולה,  לא מוגדרת.    1)

,  יורדת: < x  עולה:  x >     .(40,  יורדת:  x < 0  עולה:  30)ולא יורדת (מ�סימו�).    

0x <     .(51  :עולה  —  x < 1  אוx > 1  :יורדת  ,<   < x1—    .(70  :עולה  x < 0  או  x > .

  או—x2 >   >—,  יורדת:  x > 1או  x < 0  —  עולה:  x >     .(92  או  x < 1  יורדת:  81)

0<   < x1—    .(101  :עולה    x < 3  אוx > 2  :יורדת  ,<   < x3  1  או<   < x    .2(11:עולה  

1<   < x1
1או   < x  ,  יורדת:  21

2<   < x0  0  אוx <     .(124  :עולה  <   < x3  4  אוx > ,

> x  —4,  יורדת:  —x4 >   >—  או  x1—1 >   >  עולה:  x    .(130  >2  או  x2 >   >יורדת:  3

או < x  4,  יורדת:  x7 >   >3  או  x7 >   >  עולה:  0x >     .(144  או  x2 >   >או  2

 3< x <1  1  או x <     .(165  :יורדת  x < 5  או  x >     .(171  :עולה  —x < 1  או  <   < x1—

x.   ד.  x < 0  ,x   = 1  (1),  שלילית:  x > 1.   ג.  חיובית:  1)1 , 0(  ב.  18).     < xאו  1
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x  (3)   .01 >   >,  יורדת:  x > 1מינימו�.   (2)  עולה:  1
2 = x    .(195  .ב.  (1)  כל  —  א   .x.

x2 >   >  או  x < 5—  ב.  עולה:  x    .0(201 >   >,  יורדת:  x > 2  או  x < 2(2)  עולה:  0

,  יורדת:a3>  x  או   > a3—x  עולה:  x1—    .(21 >   >1  או  x1 >   >,  יורדת:  x > 2או  5

0<  a < x3—  או  a3<   < x    .0(220  :עולה  x <   או  a2<   < x  :0,  יורדתa4<  a < x2

1  א.  a4>  x    .(23או  
21>  a0  ב.  לא, כי אז   .<  a,ג.  כ�   .�  והוא לא בתחו� של סעי� א

1כי אז  
2 = 4 a    .�.a.   ב.  כ�, עבור  a1— = 2 >   >  א.  244) והוא בתחו� של סעי� א

.—  a 1.   ב.  x   1  א.  261).   ג.  a    .4  >.   ב.  a3  <  א.  253)

 פונ��יות ר�יונאליות—אסימפטוטות אנכיות 

‚‰˙‰· ‰Èˆ˜ÂÙ ˙Â·Ò„Â˜ Ï˘ ‰·È‚‰ È‡ ˙‰¯„
· ÂÈ˘ÎÚ ÔÂ„˙Â‚‰˙‰ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ ˙·¯˜· ‡È‰ Ô‰·˘ ˙Â„Â˜‰ Â‡ ‰„Â˜‰ ‡Ï

Æ˙¯„‚ÂÓ

∫ß‡ ‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚ ˙‡ ËË¯˘±

x—≤ Ω f(x)    ˙·È·Ò· Ω ≤    ‰„Â˜‰ xÆ
∫ÔÂ¯˙Ù

 Ω ≤    ‰„Â˜· ˙¯„‚ÂÓ ‰È‡ ‰ÓˆÚ ‰Èˆ˜ÂÙ‰xÔ˙È Ï·‡    

ÌÈÎ¯Ú ·Â˘ÈÁ È¢Ú ‰„Â˜‰ ˙·¯˜· ‰Ï˘ Û¯‚‰ ˙‡ ËË¯˘Ï

 Ω ≤≠Ï    ÌÈ·Â¯˜xÆ
∫‰Ï·Ë· ¯ÊÚÈ

  ¯˘‡Î Ê‡ ®‰Ï·Ë‰Ó Ì‚Â© ¯ÂÈˆ‰Ó ÌÈ‡Â¯˘ ÈÙÎx  ¨Ï‡Ó˘Ó  ≤≠Ï  Û‡Â˘Í¯„ ¯ÓÂÏÎ 

 ÌÈ¯ÙÒÓ¨≤≠Ó  ÌÈË˜‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Í¯Ú  ≠Ï  Û‡Â˘Â ÔË˜Â ÍÏÂ‰—Æ˙‡Ê ˜ÈÒ‰Ï Ô˙È  

    ‰ÓˆÚ ‰Èˆ˜ÂÙ· ˙ÂÂ·˙‰ È¢Ú Ì‚±
x—≤ Ω f(x)    ∫˙‡Ê ¯È·Ò    Æ‰ÂÓ‰¨±≠Ï  ‰ÂÂ˘ 

 ¯ÙÒÓ Â‰Ê˘‰ÎÓ‰ ¨È·ÂÈÁÂ ÚÂ·˜    ÈÏÈÏ˘ ¯ÙÒÓ ‡Â‰ ‰Ê ‰¯˜Ó· ) ≤< (x    ∞≠Ï  Û‡Â˘‰

 ÔÎÏ‰Ó‰    ±
x—≤    ˙ÈÏÈÏ˘ ‰Ë˜Â ˙ÎÏÂ‰ ‡È‰Â ≠Ï  ˙Ù‡Â˘Â—Æ

  Ì‡ ¨‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡·x  ¨ÔÈÓÈÓ  ≤≠Ï  Û‡Â˘ Í¯„ ¯ÓÂÏÎ ¨≤≠Ó  ÌÈÏÂ„‚‰ ÌÈ¯ÙÒÓÍ¯Ú Ê‡  

 ‰Èˆ˜ÂÙ‰≠Ï  Û‡Â˘Â Ï„‚Â ÍÏÂ‰Æ´    ‰Èˆ˜ÂÙ· ‰ÂÓ‰    ∫¯·Ò‰‰    ±
x—≤ Ω f(x)‡Â‰    

 Ì„Â˜ ÂÓÎ¨È·ÂÈÁÂ ÚÂ·˜ Ï·‡ ‰ÎÓ‰    È·ÂÈÁ ¯ÙÒÓ ‡Â‰ ‰Ê ‰¯˜Ó· ) ≤> (x    ∞≠Ï  Û‡Â˘‰

 ÔÎÏ‰Ó‰    ±
x—≤    ≠Ï  ˙Ù‡Â˘Â ˙È·ÂÈÁÆ´

‡Ï
¯„‚ÂÓ

± ±Æμ ±Æπ ±Æππ

—± —≤ —±∞ —±∞∞

≤x

f(x)

≤Æ∞±

±∞∞

≤Æ±

±∞

≤Æμ

≤

≥

±

2 x

y

3 4

f (x) = 1
x—2
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∫ß· ‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚ ˙‡ ËË¯˘

≤
x2 Ω f(x) Ω ∞    ‰„Â˜‰ ˙·¯˜·    xÆ

Æ®≤∞  ßÓÚ Ì‚ ‰‡¯©

∫ÔÂ¯˙Ù

∫®Ï‡Ó˘Ó© Û¯‚‰ ˙‡ ËË¯˘Â ®ÔÈÓÈÓ© ‰Ï·Ë ‰·

 ‰Ê ‰¯˜Ó·‰ÎÓ‰    ‰Èˆ˜ÂÙ· 
≤
x2 Ω f(x)  ‡Â‰    x2 „ÈÓ˙ ‡Â‰ ÔÎÏÂ  È·ÂÈÁ  ¯˘‡Î Ì‚ x

  ¯˘‡Î Ì‚Â  ∞≠Ï  Ï‡Ó˘Ó Û‡Â˘x¨È·ÂÈÁ „ÈÓ˙ ‡Â‰ Ì‚Â  ≤  ‡Â‰ ‰ÂÓ‰  Æ∞≠Ï  ÔÈÓÈÓ Û‡Â˘  

˘ Ô‡ÎÓ‰Ó‰  
≤
x2 ‡È‰  Æ˙È·ÂÈÁ „ÈÓ˙≠Ï  Û‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Í¯Ú ¨ÔÎÏ     ¯˘‡Î Ì‚  ´x

  ¯˘‡Î Ì‚Â Ï‡Ó˘Ó  ∞≠Ï  Û‡Â˘xÆÔÈÓÈÓ  ∞≠Ï Û‡Â˘  

Ï ˙ÎÂ‡Ó‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡≠‰  ¯Èˆx
 È·‚Ï ÌÎÒÏ ÏÎÂ ÂÈ‡¯˘ ˙Â‡Ó‚Â„‰ È¢ÙÚ∫˜ÂÒÚ Ô‰·˘ ˙ÂÈˆ˜ÂÙ‰ß„ ‡Ó‚Â„ Ì‚ ‰‡¯©  

®∂∏  „ÂÓÚ·

    ‰„Â˜· Ì‡x1 Ω xÒÙ‡˙Ó ‡Ï ‰ÂÓ‰Â ÒÙ‡˙Ó ‰Ó ˙ÈÈˆ˜ÂÙ Ï˘ ‰ÎÓ‰    

  ¯˘‡Î Ê‡x≠Ï  Û‡Â˘  x1≠Ï  ÌÈÙ‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ÈÎ¯Ú ÔÈÓÈÓ Â‡ Ï‡Ó˘Ó  ´

≠Ï  Â‡—Æ®‰Ê‰ ¯„Ò· ‡˜ÂÂ„ Â‡Ï©  

    ¯˘È‰x1 Ω x ‡Â‰    ≠‰  ¯ÈˆÏ ÍÂ‡Ó‰ ¯˘Èx∫‰‡·‰ ‰¯„‚‰‰ ˙‡ ‡È·  Æ

‡ÒÈÓÙËÂË‰ ‡ÎÈ˙ —    ‰¯Âˆ‰Ó ¯˘È x1 Ω xÏ ÍÂ‡Ó‰    ≠‰  ¯Èˆx‡¯˜  

  ‰Èˆ˜ÂÙÏ ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡f(x)  ¯˘‡Î Ì‡  x≠Ï  Û‡Â˘  x1Â‡ Ï‡Ó˘Ó  

≠Ï  ÌÈÙ‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ÈÎ¯Ú ÔÈÓÈÓ≠Ï  Â‡  ´—Æ®‰Ê‰ ¯„Ò· ‡˜ÂÂ„ Â‡Ï©  

˙Â‡Ó‚Â„ — Ω ≤    ¯˘È‰ ß‡ ‡Ó‚Â„ È¢ÙÚ x‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰    
±

x—≤ Ω f(x) Ω ∞    ¯˘È‰ ß· ‡Ó‚Â„ È¢ÙÚ    Æx≠‰  ¯Èˆ©    y˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰  ®

    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘
≤
x2 Ω f(x)Æ

∫˙Â¯Ú‰
®‡ ‡È‰ ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡˘ ¯ÂÎÊÏ È‡„Î≠‰  ¯ÈˆÏ ‰ÏÈ·˜Ó˘ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡yÂ‡  

Â˙È‡ ˙„ÎÏ˙ÓÆ

®· ÔÂ„ ‰Ê ¯ÙÒ·˜¯    ¯˘È‰ Ì‡˘ ˙ÂÈˆ˜ÂÙ· x1 Ω xÔ‰Ï˘ ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰    

 Ô‰ Ê‡˙Â¯„‚ÂÓ ‡Ï    ‰„Â˜· x1 Ω xÆ

‡Ï
¯„‚ÂÓ

—± —∞Æμ —∞Æ±

≤ ∏ ≤∞∞

∞x

f(x)

∞Æ±

≤∞∞

∞Æμ

∏

±

≤
x

y

f (x) = 2

x2
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®‚≠‰  ¯ÈˆÏ ˙ÎÂ‡Ó‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‰Ï ˘È˘ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ Û¯‚ ËË¯˘Ï ÌÈˆÂ¯ ¯˘‡Îx
    ¯˘È‰ ˙‡ ¯ÓÂÏÎ ¨‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ ˙‡ ËË¯˘Ï ‰ÏÈÁ˙ ÈÂˆ¯x1 Ω x‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚ ‰˘ÚÓÏ    Æ

¯˘ÈÏ ·¯˜˙ÓÂ ÍÏÂ‰˘ ¯ÂÎÊÏ ÍÈ¯ˆÂ Ï¢‰  Â˙Â‡ ÍÂ˙ÁÏ ÏÂÎÈ ‡Ï ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚‰Èˆ˜ÂÙ‰ ÈÎ

    ‰„Â˜· ˙¯„‚ÂÓ ‡Ïx1 Ω x‰ËÂËÙÓÈÒ‡Ó ¯˙ÂÈ ˙ÂÈ‰Ï ˙ÂÏÂÎÈ ‰Èˆ˜ÂÙÏ  Æ®ß· ‰¯Ú‰ ‰‡¯©    

Æ˙ÈÎ‡ ˙Á‡

®„ ˙ÂÓÈÈ˜ ‰˘ÚÓÏ˙ÂÈÂ¯˘Ù‡ Ú·¯‡˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ Û¯‚‰ ˙¯Âˆ ˙‡ ˙ÂÚ·Â˜‰ 

    ‰¯Âˆ‰Ó ˙ÎÂ‡Ó ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ˙·¯˜·x1 Ω xÆÔÏ‰Ï ˙ÂË¯ÂÙÓ ˙ÂÈÂ¯˘Ù‡‰    Æ

®±©  ¯˘‡Îx≠Ï  Û‡Â˘  x1ÔÈÓÈÓ  ®≤©  ¯˘‡Îx≠Ï  Û‡Â˘  x1ÔÈÓÈÓ  

≠Ï  ˙Ù‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰Ì‚Â

  ¯˘‡ÎÂx≠Ï  Û‡Â˘  x1Ï‡Ó˘Ó    ¯˘‡Îx≠Ï  Û‡Â˘  x1Ï‡Ó˘Ó  

≠Ï  ˙Ù‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ —Æ≠Ï  ˙Ù‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰Æ

®≥©  ¯˘‡Îx≠Ï  Û‡Â˘  x1ÔÈÓÈÓ  ®¥©  ¯˘‡Îx≠Ï  Û‡Â˘  x1ÔÈÓÈÓ  

≠Ï  ˙Ù‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ —Ì‚Â

  ¯˘‡ÎÂx≠Ï  Û‡Â˘  x1Ï‡Ó˘Ó    ¯˘‡Îx≠Ï  Û‡Â˘  x1Ï‡Ó˘Ó  

≠Ï  ˙Ù‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰Æ≠Ï  ˙Ù‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ —Æ

ÌÂÎÈÒ È·‚Ï ÌÈ·Ï˘‰Æ‡·‰ ßÓÚ· ‰‡¯ ˙ÂÎÂ‡Ó ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ ˙‡ÈˆÓÏ 

∫ß‚ ‡Ó‚Â„
≠‰  ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰ ˙‡ ‡ˆÓx    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘  x+1

x2—8x
 Ω yÆ

∫ÔÂ¯˙Ù

 Ω ∞    Ï·˜ ÒÙ‡Ï ‰ÎÓ‰ ˙‡ ‰ÂÂ˘ Ì‡x∏—x2 Ω ∞    Ì‰ ˙ÂÂ¯˙Ù‰Â    x1 Ω ∏    ¨x2Æ

 Ω ∞    ÌÈ¯˘È‰ ÔÎÏÂ ‰ÂÓ‰ ˙‡ ÒÙ‡Ó ‡Ï ÔÂ¯˙Ù Û‡˘ ¯Â¯·x≠‰  ¯Èˆ©    y Ω ∏≠Â    ®x

≠‰  ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰ Ì‰xÆ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘  

67

f (x) 

x = x1

f (x) 

x = x1x = x1

x = x1

f (x) 

x = x1

f (x) 
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„Â˜ ÌÚ ‰Èˆ˜ÂÙ‚‰ È‡ ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‰Èˆ˜ÂÙÏ ÔÈ‡ ‰·˘ ‰¯„˙
 Ï·‡ ˙ÓÈÈÂÒÓ ‰„Â˜· ˙¯„‚ÂÓ ‰È‡˘ ‰Èˆ˜ÂÙÏ ‡Ó‚Â„ ÂÈ˘ÎÚ ‡È·ÔÈ‡‰Ï 

ÆÂÊ ‰„Â˜· ˙¯·ÂÚ˘ ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡

∫ß„ ‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙ÂÈÎ‡‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰ ˙‡ ‡ˆÓÆy†Ω

x´≤
x2—¥

∫ÔÂ¯˙Ù

 Ω ≤    ¯˘‡Î ÒÙ‡˙Ó ‰ÎÓ‰x≤    Â‡    — Ω xÆ
 Ω ≤    ·Èˆ Ì‡x Ω ≤    ¯˘È‰ ÔÎÏÂ ÒÙ‡˙Ó ‡Ï ‡Â‰˘ ‰‡¯ ‰ÂÓ·    x‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰    

≤    ·Èˆ Ì‡  Æ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙ÈÎ‡— Ω xÆÒÙ‡˙Ó ‡Â‰ Ì‚˘ ‰‡¯ ‰ÂÓ·    

    ∫Ï·˜ ÌÂˆÓˆ ¯Á‡Ï¨y†Ω Ω
x´≤
x2—¥

x´≤
(x´≤)(x—≤)

Ω
±

x—≤
≤    ¯ÓÂÏÎ    — Ω xÒÙ‡Ó ‡Ï    

Æ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Ï ‡Â‰ ÔÎÏÂ ÌÂˆÓˆ‰ ¯Á‡Ï ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡

∫ÌÂÎÈÒÏ Ω ≤    ¯˘È‰ ‡È‰Â ˙ÈÎ‡ ˙Á‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‰Èˆ˜ÂÙÏ    xÆ

∫‰¯Ú‰
≤≠Ï  ÌÈ·¯˜Â ÌÈÎÏÂ‰‰ ÌÈÎ¯Ú ˙·ˆ‰ È¢Ú—    ‰Èˆ˜ÂÙ· Ï‡Ó˘ÓÂ ÔÈÓÈÓ  

x´≤
x2—¥

 Ω y¯˘Ù‡    

≠Ï  ·¯˜˙Ó ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Í¯Ú˘ ˙Â‡¯Ï±
¥—ÌÈ·ÈˆÓ Ì‡ ˙Ï·˜˙Ó ÂÊ ‰‡ˆÂ˙˘ ·Ï ÌÈ˘  Æ

≤— Ω x    ‰Èˆ˜ÂÙ·    
±

x—≤
 Ω y    ˙ÂÈˆ˜ÂÙ‰ ¨¯ÓÂÏÎ    Æ

x´≤
x2—¥

 Ω y≠Â    
±

x—≤
 Ω yÔ‰    

≤    ‰·˘ ‰„Â˜Ï Ë¯Ù ˙Â‰Ê— Ω x ‰Â˘‡¯‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ÂÊ ‰„Â˜·    Æ‡Ï‰ÈÈ˘‰Â ˙¯„‚ÂÓ 

ÔÎÆ˙¯„‚ÂÓ 

∫ÌÎÒÏ ÏÎÂ

    ‰Èˆ˜ÂÙ‰
x´≤
x2—¥

 Ω y    ˙¯„‚ÂÓ ‡Ï‰„Â˜· 

≤— Ω x≤    ¯˘È‰ ˙‡Ê ÏÎ· Ï·‡    — Ω x‡Â‰    

‡Ï‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÈÙ¯‚‰ ¯Â‡È˙·  Æ‰Ï˘ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ 

© ˜È¯ ÏÂ‚ÈÚ ÌÈÓÒÓ¢¯ÂÁ¢    ‰„Â˜· ®)±
¥— ¨ ≤—(Æ

Æ˙ÂÈÎ‡ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ ˙‡ÈˆÓÏ ÌÈ·Ï˘‰ ˙‡ ‡È·

≠‰  ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ ˙‡ÈˆÓÏ ÌÈ·Ï˘‰x∫˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘  

®‡Æ˙Ï·˜˙Ó‰ ‰‡ÂÂ˘Ó‰ ˙‡ ÌÈ¯˙ÂÙÂ ÒÙ‡Ï ‰ÎÓ‰ ˙‡ ÌÈÂÂ˘Ó

®·ÂÈ‡˘ ÔÂ¯˙Ù ÏÎ  Æß‡ ÛÈÚÒ· ÂÏ·˜˙‰˘ ˙ÂÂ¯˙Ù‰Ó „Á‡ ÏÎ ˙‡ ‰ÂÓ· ÌÈ·ÈˆÓ

Æ˙ÎÂ‡Ó ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰ ‰ÂÓ‰ ˙‡ ÒÙ‡Ó

®‚‰Ó‰ ˙ÈÈˆ˜ÂÙ ˙‡ ÌÈÓˆÓˆÓ Ê‡ ®‰ÎÓÏ ÛÒÂ·© ‰ÂÓ‰ ˙‡ Ì‚ ÒÙ‡Ó ÔÂ¯˙Ù Ì‡

‰ÎÓ‰ ˙‡ ÒÙ‡Ó ÔÈÈ„Ú ÔÂ¯˙Ù‰ ÌÂˆÓˆ‰ ¯Á‡Ï Ì‡  ÆÌÂˆÓˆÏ „ÂÚ ˙˙È ‡Ï ‡È‰˘ „Ú

Æ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ÂÈ‡ ‡Â‰ Ê‡ ‰ÎÓ‰ ˙‡ ÒÙ‡Ó ÂÈ‡ ‡Â‰ Ì‡ ¨‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰ Ê‡

x

y

y =
x+2

x2—4

x†=†2

—2

"חור"
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תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(אסימפטוטות אנכיות 

 פונ��יות ר�יונאליות—  xאסימפטוטות המאונכות ל�יר  ה	

מ�א את האסימפטוטות האנכיות של כל אחת מהפונ��יות הבאות:

מ�א לגבי הפונ��יות הבאות:

את תחו� ההגדרה.א)

.x1 = (xמה�ורה    (  xאת האסימפטוטות המאונכות ל�יר  ה�ב)

    ומ�א איזה מהמ�רי�x1 = x�בע לגבי כל פונ��יה כי�ד היא מתנהגת ב�רבת הישר    ג)

(1)  שב�יורי� למטה מת�יי�.—(4)

פונ��יות ע� נ�ודת אי הגדרה שבה (אולי) אי� לה� אסימפטוטה אנכית

(היעזר בפירו� לגורמי�)מ�א לגבי הפונ��יות הבאות את:    

תחו� ההגדרה.א)

  (א� יש כאלה).xהאסימפטוטות המאונכות ל�יר  ה�ב)

(המש� התרגילי� בעמ� הבא)  של הנ�ודה שבה יש "חור" בגר� של הפונ��יה.xשיעור  ה�ג)

(1y =
x

x+8
(2y =

x—3

x2—16
(3y =

x2+3

x2+5x

(4y =
x2

x2—6x+9
(5y =

2x+5

x2—7x+6
(6y =

x+2

x2—x—12 ●

(7y =
x+1

x3—4x
(8y =

x+3

x3+4x2+5x
(9y =

x2+1

x3—2x2—15x

(1)(2)(3)(4)

(10y =
x2+1

x
(11y =

x2+2
2—x

(12y =
x

(x—1)2

(13y =
x

(x+3)2
(14y =

x
x+4

(15y =
2

4—x2

(17y =
x—1

x2—4x
(18y =

3x
9—x2

(19y =
—x

x2—5x+4
(20y =

x2

x2—4x+4
(21y =

x—1

x2—2x—3

(16y =
1

x2—x ●
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מ�א את שיעורי הנ�ודות שבה� יש "חור" בגר� של הפונ��יות הבאות:

 פונ��יות ר�יונאליות):—(אסימפטוטות אנכיות תשובות  

(18  — = x    .(2 = 4  x  ,4— = x    .(3 = 0  x5  ,— = x    .(4 = 3  x    .(5 = 1  x = 6  ,x.

(7 = 0  x = 2  ,x2  ,— = x    .(8 = 0  x    .(9 = 0  x = 5  ,x3  ,— = x    .(10 0  .א   x.

.x.   ב.   x = 1  א.  1 12).   ג.  x    .(3).   ב.   x = 2  א.  2 11).   ג.  x    .(1)ב.  0 = 

.   ג.  x.(3) = —4.   ב.   x —4  א.  14).   ג.  x    .(4) = —.   ב.   x3 —  א.  133)ג.  (2).    

. x 4  , x  א.  0 17).   ג.  x2  ,— = x    .(1)  ,(3).   ב.   x2  ,—  x = 2  א.  2 15)

.   ג.  x3  ,— = x.(3)  ,(3).   ב.   x3  ,—  x = 3  א.  3 18).   ג.  x = 4  ,x    .(1)  ,(1)ב.  0 = 

.x.   ב.   x = 2  א.  2 20).   ג.  x = 4  ,x    .(3)  ,(1).   ב.   x 4  , x = 1  א.  1 19)

. x  א.  1 22).   ג.  x = 3  ,x    .(1)  ,(1) = —.   ב.   x 3  , x1 —  א.  211)ג.  (2).    

. x —  א.  x    .(241.   ג.  x = 0 = —.   ב.   x2  ,—  x2  א.  x    .(23 0ב.  אי�.   ג.  1 = 

, x —  א.  x    .(271.   ג.  x = 2.   ב.   x 2  , x = 0  א.  x    .(25 0 = —ב.  אי�.   ג.  1

 4 x1  .ב   .— = x = 4  .ג   .x    .(281  .א  —  x 9  , x = 9  .ב   .x1  .ג   .— = x.

, x  א.  2 31).   ג.  אי�.    x.   ב.   x = 2  א.  2 30).   ג.  אי�.    x.   ב.   x = 3  א.  3 29)

2—  x2  .ב   .— = x = 2  .ג   .x    .(32 0  .א   x 3  , x3  ,—  x = 0  .ב   .x = 3  ,x.

.)x1  ,— = x.(34      )5— , 3.   ג.  x = 0.   ב.   x1  ,—  x 6  , x = 6  א.  x    .(33 0 = —ג.  3

(35  )2 , 1
2�(  ,)2— , 1

2�—�(    .(36  )�1
3— , 1�(  ,)�1

3�— , 1�—�(.

 פונ��יות ר�יונאליות—אסימפטוטות אופ�יות 

    ‰Èˆ˜ÂÙ· ÏÎ˙Ò ‰Ê ÛÈÚÒ· ÔÂ„ Â·˘ ‡˘Â‰ ˙‡ ÔÈ·‰Ï È„Î
x2

x2´±
 Ω f(x)·ÈˆÂ    

  ÌÂ˜Ó·x ÌÈÎ¯Ú  ÌÈÈ·ÂÈÁ ÌÈÎ¯ÚÂ ÌÈÏ„‚Â ÌÈÎÏÂ‰‰ ÌÈÈÏÈÏ˘ÆÌÈË˜Â ÌÈÎÏÂ‰‰ 

(34y =
x2—x—6

x2—7x+12
(35y =

4x2—1

4x3—x
(36y =

x2—1

x4—5x2+4

x3—4x2+4x
x2—4

(22y =
x2—x
x—1

(23y =
x2

x2+2x
(24y =

x2—1
x+1

(25y =
x2—4

x2—2x
(27y =

x—4

x2—3x—4

(28y =
x2+x

x2—8x—9
(29y =

x2—3x
x2—6x+9

(30y =
x2—x—2

x2—4x+4

(26y =
x+5

x2—25 ●

(31(32y =
x2+2x—3

x3—9x
(33y =

x3—4x2—5x
x3—5x2—6x

y =
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∫ÌÈÏ·˜˙Ó‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ÈÎ¯Ú ˙‡ ‰¯˜Ó ÏÎ· ·˘Á

  ¯˘‡Î˘ ÌÈ‡Â¯ ˙Â‡ˆÂ˙‰ È¢ÙÚx  Ï„‚Â ÍÏÂ‰≠Ï  Û‡Â˘Â  Â‡  ÔË˜Â ÍÏÂ‰≠Ï  Û‡Â˘Â —

 Í¯Ú∫˙Â¯Á‡ ÌÈÏÈÓ·    Æ±≠Ï  Û‡Â˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰  ¯˘‡Î    x≠Ï  Û‡Â˘  ≠Ï  Â‡  —

˜Á¯Ó‰    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚ ÔÈ· 
x2

x2´±
 Ω f(x)¯˘ÈÏ    

 Ω ±y≠‰  ¯ÈˆÏ ÏÈ·˜Ó‰    ¨x  ¨ÒÙ‡Ï Û‡Â˘¯˘È‰  Æ

 Ω ±y ‡¯˜    ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘  

x2

x2´±
 Ω f(x)∫‰¯„‚‰‰ ˙‡ ‡È·    Æ

‡ÒÈÓÙËÂË‰ ‡ÂÙ˜È˙ —    ‰¯Âˆ‰Ó ¯˘È b Ω y·˜Ó‰    Ï ÏÈ≠‰  ¯ÈˆxÂ‡©  

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡¯˜ ®Â˙È‡ „ÎÏ˙Óf(x)  ¯˘‡Î Ì‡  xÛ‡Â˘  

≠Ï≠Ï  Â‡  ´—  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚ ÔÈ· ˜Á¯Ó‰ f(x)    ¯˘ÈÏ  b Ω yÆÒÙ‡Ï Û‡Â˘    

∫‰¯Ú‰
  ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡ÂˆÓÏ È„Îf(x) ·˘ÁÏ ‰˘ÚÓÏ ÍÈ¯ˆ  ˙ÂÏÂ·‚‰¯Âˆ‰Ó 

lim†f(x)
x††

    ÔÎÂ    
—

Æ†lim†f(x)
x††

∫ß‡ ‡Ó‚Â„
∫˙Â‡·‰ ˙ÂÈˆ˜ÂÙ‰Ó ˙Á‡ ÏÎ Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ ˙‡ ‡ˆÓ

∫˙ÂÂ¯˙Ù

®±©    ÈÂËÈ·‰ Û‡Â˘ È¯ÙÒÓ Í¯Ú ‰ÊÈ‡Ï ‡ÂˆÓÏ ÂÂˆ¯·≤x
x2´≥

  ¯˘‡Î    x≠Ï  Û‡Â˘  

≠Ï  Â‡— ˙‡ ˜ÏÁ ˙‡Ê ˙Â˘ÚÏ È„Î  Æ‰ÎÓ‰Â ‰ÂÓ‰ÏÈÎÓ˘ ÈÂËÈ·· ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ 

 ˙‡‰‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰  Ï˘ ¯˙ÂÈ· x  ‡Â‰ ÈÂËÈ·‰ ‰Ê ‰¯˜Ó·  Æ‰Èˆ˜ÂÙ· ‰ÚÈÙÂÓ˘  x2Æ

 ˙‡ÊÎ ‰¯Âˆ·‰˘ ‡ÏÆ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ¯‡˙Ó˘ È¯·‚Ï‡‰ ÈÂËÈ·‰ ˙‡ 

∫Ï·˜≤x
x2´≥ ≥

x2

≤x
x2

x2

x2 ´
Æf(x)†Ω† Ω† Ω† ≥

x2±†´

≤
x

±

∞Æμ

x

f(x)

≤

∞Æ∏

±∞

∞Æππ

±∞∞

∞Æππππ

—±

∞Æμ

x

f(x)

—≤

∞Æ∏

—±∞

∞Æππ

—±∞∞

∞Æππππ

x

y

—1—2—3 1 2 3

1

f(x) = x2

x2+1

f(x)†Ω† ®±©f(x)†Ω† ≥x2

x2—≤
®≤©f(x)†Ω† x3

x2´±
®≥© ≤x

x2´≥
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    ∫ÌÈÈ˜˙Ó˘ ·Ï ÌÈ˘lim††††††Ω†∞
x††

≤
x    ©≠Ï  Ï„‚Â ÍÏÂ‰˘ ¯ÙÒÓ· ÚÂ·˜ ¯ÙÒÓ ÌÈ˜ÏÁÓ ÈÎ

≠Ï  ÔË˜Â ÍÏÂ‰ Â‡—    ÌÈÈ˜˙Ó ‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡·  Æ®Æ†lim††††††Ω†∞
≥
x2x††

∫Ï·˜ ÏÂ·‚Ï ¯Â·Ú Ì‡ ¨ÔÎÏÆ†lim††††† ≥
x2±†´

≤
x

x††
Ω Ω†∞∞

±´∞

ÌÂÎÈÒÏ —    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ ≤x
x2´≥

 Ω f(x) Ω ∞    ¯˘È‰ ‡È‰    y¨
≠‰  ¯Èˆ ¯ÓÂÏÎxÆ

®≤©  ‡È‰˘ ¨¯˙ÂÈ· ‰‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ· ˜ÂÏÈÁ È¢Ú Ô‡Î Ï·˜ ‰ÓÂ„ ‰¯Âˆ· x2∫

≥x2

x2—≤ ≤
x2

≥x2

x2

x2

x2 —

Ω† Ω†
≤
x2±†—

≥ Ω f(x)    ∫Ï·˜ ÏÂ·‚Ï ¯·ÚÓ È¢ÚÂ     ≤
x2±†—

≥
Æ†lim†††††

x††
Ω Ω†≥≥

±—∞

ÌÂÎÈÒÏ —    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ ≥x2

x2—≤
 Ω f(x) Ω ≥    ¯˘È‰ ‡È‰    yÆ

®≥©  ‡È‰˘ ¨¯˙ÂÈ· ‰‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ· ˜ÂÏÈÁ È¢Ú Ï·˜ Ô‡Î x3∫

Æf(x)†Ω† x3

x2´± ±
x3

x2

x3 ´

Ω† Ω†
±
x3´

±

x3

x3

±
x

≠Ï  Ô˙È Ì‡x≠Ï  ÛÂ‡˘Ï  ≠Ï  Â‡  ´—≠Ï  Û‡Â˘ ‰Ê ‰¯˜Ó· ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Í¯Ú˘ Ï·˜  ´

≠Ï  Â‡— ÔÎÏÂ  ÔÈ‡Æ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ 

ÌÂÎÈÒÏ —    ‰Èˆ˜ÂÙÏ x3

x2´±
 Ω f(x)Æ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ÔÈ‡    

∫‰¯Ú‰∫ÌÈÈ˜˙Ó ÈÏÏÎ ÔÙÂ‡·    a
xnlim

x††
Ω†0  n)ÈÚ·Ë  (Æ

Æ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ˙‡ÈˆÓÏ ÌÈÏÏÎ‰ ˙‡ ÁÒÏ ÏÎÂ Â‡·‰˘ ˙Â‡Ó‚Â„‰ ˘ÂÏ˘ È¢ÙÚ

∫˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ˙‡ÈˆÓÏ ÌÈÏÏÎ‰

®‡¯˙ÂÈ· ‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰ ÍÈ¯ÚÓÓ ÔË˜ ¯˙ÂÈ ‰ÂÓ· ¯˙ÂÈ· ‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰ ÍÈ¯ÚÓ Ì‡

≠‰  ¯Èˆ ‡È‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ Ê‡ ‰ÎÓ·x    Æ) Ω ∞(yÆ

®·¯˙ÂÈ· ‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰ ÍÈ¯ÚÓÏ ‰ÂÂ˘ ‰ÂÓ· ¯˙ÂÈ· ‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰ ÍÈ¯ÚÓ Ì‡

    ¯˘È‰ ‡È‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ Ê‡ ‰ÎÓ·a
b

 Ω y  ¯˘‡Î    ¨a≠‰  Ï˘ Ì„˜Ó‰ ‡Â‰  x

≠Â  ‰ÂÓ· ¯˙ÂÈ· ‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰ ÍÈ¯ÚÓ ÏÚ·b≠‰  Ï˘ Ì„˜Ó‰ ‡Â‰  xÍÈ¯ÚÓ ÏÚ·  

Æ‰ÎÓ· ¯˙ÂÈ· ‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰

®‚¯˙ÂÈ· ‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰ ÍÈ¯ÚÓÓ ÏÂ„‚ ¯˙ÂÈ ‰ÂÓ· ¯˙ÂÈ· ‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰ ÍÈ¯ÚÓ Ì‡

Æ‰Èˆ˜ÂÙÏ ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ÔÈ‡ Ê‡ ‰ÎÓ·
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∫˙Â¯Ú‰
®‡ ˜Â„·Ï ÍÈ¯ˆ ÈÏÏÎ ÔÙÂ‡·„ÂÁÏ    ÏÂ·‚‰ ˙‡ 

´
lim†f(x)

x††
Â   „ÂÁÏ    ÏÂ·‚‰ ˙‡ 

—
Æ†lim†f(x)

x††

 ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ È˙˘ ‰Ï·˜˙˙Â ÔÎ˙ÈÈ ÌÈÓÈÈÂÒÓ ÌÈ¯˜Ó·˙ÂÂ˘ ˙ÂÈ˜ÙÂ‡ÆÏ¢‰ ˙ÂÏÂ·‚‰Ó 

Æ®±¥±  ßÓÚ·˘ ‡Ó‚Â„‰ ˙‡ ‰‡¯©

®·≠‰  ¯ÈˆÏ ‰ÏÈ·˜Ó‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‰Èˆ˜ÂÙÏ Ì‡x¯Â‡È˙‰ ÈÙÏ ‰˙Â‡ ÌÈËË¯˘Ó Ê‡  

ÈÎ¯Ú ¯Â·Ú ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ Û¯‚‰ ˙¯Âˆ ˙‡ ˙Â‡¯Ï Ô˙È ˙‡ÊÎ ‰¯Âˆ·  Æ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÈÙ¯‚‰

x  ÈÎ¯Ú ¯Â·Ú Â‡ ÌÈÏ„‚Â ÌÈÎÏÂ‰‰ ÌÈÈ·ÂÈÁ  x¨˘È‚„ „ÂÚ  ÆÌÈË˜Â ÌÈÎÏÂ‰‰ ÌÈÈÏÈÏ˘  

 ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚˘ÍÂ˙ÁÏ ÏÂÎÈ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ ˙‡ ˙È˜ÙÂ‡‰ ®˙Â„Â˜· Â‡© ‰„Â˜· ‰È‡˘

¢‰˜ÂÁ¯¢ÂÈ‡ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚ ¨‰Ê ¯ÙÒ· ÔÂ„ Ô‰·˘ ˙ÂÈˆ˜ÂÙ· ¨¯ÂÎÊÎ©  ÆÌÈ¯Èˆ‰ ˙È˘‡¯Ó 

≠‰  ¯ÈˆÏ ˙ÎÂ‡Ó‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ÍÂ˙ÁÏ ÏÂÎÈxÆ®

®‚ Ì‚ ˙ÂÓÈÈ˜˙ÂÚÙÂ˘Ó ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡˙‡ÂÂ˘Ó  Æ®ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó ÔÈ‡˘ ¯ÓÂÏÎ© 

    ‡È‰ ‰Ê ‰¯˜Ó· ¯˘È‰b´mx Ω y˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ ˙‡ÈˆÓ· ˜ÂÒÚ ‡Ï ‰Ê ¯ÙÒ ˙¯‚ÒÓ·    Æ

Æ‰Ï‡Î

Ï ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ÌÈ¯Èˆ
Æ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰Â ˙ÂÈÎ‡‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰ ˙‡ÈˆÓÏ ‡Ó‚Â„ ‡È·

∫ß· ‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÏÈ·˜Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰ ˙‡ ‡ˆÓÆy†Ω

—≥x2´μ
x2—≤x—∏

∫ÔÂ¯˙Ù

 ˙ÂÈÎ‡ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡— ∏ Ω ∞    Ï·˜ ÒÙ‡Ï ‰ÎÓ‰ ˙‡ ‰ÂÂ˘ Ì‡—x≤—x2˙ÂÂ¯˙Ù‰Â    

 Ω ¥    Ì‰x1≤    ¨— Ω x2ÌÈ¯˘È‰ ÔÎÏÂ ‰ÂÓ‰ ˙‡ ÒÙ‡Ó ‡Ï ˙ÂÂ¯˙Ù‰Ó „Á‡ Û‡˘ ¯Â¯·    Æ

 Ω ¥x≤≠Â    — Ω x≠‰  ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰ Ì‰    xÆ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘  

 ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡—   ‡È‰ ‰ÂÓ· ¯˙ÂÈ· ‰‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰x2≥  ‡Â‰ Ì„˜Ó‰Â  —‰˜ÊÁ‰  Æ

  ‡È‰ Ì‚ ‰ÎÓ· ¯˙ÂÈ· ‰‰Â·‚‰x2‡È‰ ˙È˜ÙÂ‡‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ ÔÎÏ  Æ±  ‡Â‰ Ì„˜Ó‰Â  
—≥
± Ω y≥    ¯˘È‰ ¯ÓÂÏÎ    ¨— Ω yÆ

∫‰¯Ú‰
 ‚˘ÂÓ·¢ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÏÈ·˜Ó ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡¢ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡Ï Ì‚ ÌÈÓÚÙÏ ÌÈÂÂÎ˙Ó ˙Â„ÎÏ˙Ó˘

ÌÈ¯Èˆ‰ ÌÚÌÈ¯Èˆ‰Ó „Á‡ ÌÚ ̇ „ÎÏ˙Ó ̇ ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰Ó ̇ Á‡ ̇ ÂÁÙÏ Ì‡  Æ˜ÂÈ„‰ ̄ ÒÂÁ ̇ Â¯ÓÏ 

    ∫¯ÓÂÏ ÛÈ„Ú Ê‡ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡Æ
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תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(אסימפטוטות אופ�יות 

 פונ��יות ר�יונאליות—אסימפטוטות אופ�יות 

מ�א את האסימפטוטה האופ�ית של כל אחת מהפונ��יות הבאות:

 פונ��יות ר�יונאליות—אסימפטוטות המאונכות ל�ירי� 

מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של כל אחת מהפונ��יות הבאות:

מ�א את נ�ודת החיתו� של כל אחת מהפונ��יות הבאות ע� האסימפטוטה האופ�ית שלה:

74

(1y =
x

x2+1
(2y =

1

x2+2
(3y =

x2

x2+3

(4y =
3x

x+2
(5y =

2x
3—x

(6y =
4x

x2—1

(7y =
x2

2x+1
(8y =

x4

x2+1
(9y =

2x2

1—3x2

(10y =
3x

5x—1

(13y =
x4+x2+2

x—2x4
(14y =

x3

(x—3)4

(12y =
2—3x3

x3+x+1 ●

(15y =
x3

(2x+1)3

(11y =
x3—x

(2x—1)2

(18y =
x2

x—4
(17y =

2x
x—5

(16y =
4

x+2

(19y =
x

(x—1)2
(20y =

—x2

(x+3)2
(21y =

x3

x2+1

(23y =
3x

x2—4
(24y =

x2

3x2+9x
(22y =

x
x2+2 ●

(353x2—5x+6

x2—4x—5
y = (34—x2+4

(x—1)2
y =

(37x2+2x—3

x2—5x+4
y = (36+ 4

x2—4

x3
y =

(25y =
3—x2

x2—x—2
(26y =

4—x
x2—2x+2

(27y =
2x2

x2—10x+9

(30y =
3x2—4x+2

2x2—x—1
(28y =

x2—x—12

x2—7x+12
(29y =

x2+6x—7

x2—6x+5 ●

y = 1 +      
x2—x—6

x2—6x—16
(32(33 y = 2 —      

x2—9

x2—4x+3
(31y = 3 +      

x—2

x2—4x+4
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 פונ��יות ר�יונאליות):—(אסימפטוטות אופ�יות תשובות  

(1 = 0  y    .(2 = 0  y    .(3 = 1  y    .(4 = 3  y    .(52  — = y    .(6 = 0  y    .(7.אי�  

2  9)  אי�.    8)
3— = y    .(10  3

5 = y    .(11    .1  13)  אי�
2— = y    .(14 = 0  y    .(15  1

8 = y.

(162  — = x = 0  ,y    .(17 = 5  x = 2  ,y    .(18 = 4  x    .(19 = 1  x = 0  ,y    .(203  — = x,

1— = y    .(21    .2 = 23)  אי�  x2  ,— = x = 0  ,y    .(243  — = x  ,1
3 = y    .(25 = 2  x,

1— = x1  ,— = y    .(26 = 0  y    .(27 = 1  x = 9  ,x = 2  ,y    .(28 = 3  x = 1  ,y.

(30 = 1  x  ,1
2— = x  ,1

2 = 1y    .(31 = 2  x = 3   ,y    .(32 = 1  x = 1  ,y    .(33 = 8  x,

 = 2y    .(34  ) 1— , 1
�.  אי� חיתו37).    )—2 , 4 (,  )2 , 4 (  36).    )—3 , 3 (  35).    )2 2

 פונ��יות ר�יונאליות—אסימפטוטות ע� פרמטרי� 

Æ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ ÌÚÂ ÌÈ¯ËÓ¯Ù ÌÚ ‰Èˆ˜ÂÙÏ ‡Ó‚Â„ ‡È·

∫‡Ó‚Â„
 Ω ±    ÌÈ¯˘È‰x Ω μ≠Â    y    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ Ì‰    Æy†Ω†a†´

¥x2

bx2—x—±
  ˙‡ ‡ˆÓa≠Â  bÆ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ÌÂ˘¯Â  

∫ÔÂ¯˙Ù

 Ω ±    ¯˘È‰ Ì‡x Ω ±    ÌÈ·ÈˆÓ ¯˘‡Î Ê‡ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰    x

± Ω ∞    ¯ÓÂÏÎ  ÆÒÙ‡Ï ‰ÂÂ˘ ‡Â‰ ‰ÎÓ·—±—2± • b Ω ≤    ÔÎÏÂ    bÆ

 Ω μ    ¯˘È‰y    ÔÎÏÂ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰    Æa†´
¥
b

Ω†μ¨ÂÈ‡¯˘ ÈÙÎ    

 Ω ≤b´≤ Ω μ    ÔÎÏÂ    a Ω ≥    ‡¢Ê    ¨aÆ

∫ÌÂÎÈÒÏ    ‡È‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰    Æy†Ω†≥†´
¥x2

≤x2—x—±

תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(אסימפטוטות ע� פרמטרי� 

 פונ��יות ר�יונאליות—מ�יאת פרמטרי� ע� אסימפטוטות 

= y.    הוא אסימפטוטה אנכית של הפונ��יה    xהישר    5 = 1)
—x2

x2+ax+25
.aמ�א את  א.

הא� יש לפונ��יה אסימפטוטה אנכית נוספת?  נמ�.ב.

מ�א את האסימפטוטה האופ�ית של הפונ��יה.ג.

מ�א את נ�ודת החיתו� של האסימפטוטה האופ�ית ע� הפונ��יה.ד.
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= y.    הוא אסימפטוטה אופ�ית של הפונ��יה    yהישר    1.5 = 2)
3x2+2

ax2+10x
.aמ�א את  א.
מ�א את האסימפטוטות האנכיות של הפונ��יה.ב.

fנתונה הפונ��יה:    3) (x) =
Ax2+x—2

x2—x+B
3    שיפוע המשי� הוא  x.    בנ�ודה שבה    1 = 

2
—.

    הוא אסימפטוטה אנכית של הפונ��יה.xהישר    2 = 

.f(x)מ�א את הפונ��יה  א.

מ�א את שאר האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ב.

מ�א את נ�ודת החיתו� של האסימפטוטה האופ�ית ע� הפונ��יה.ג.

= y.    ה� אסימפטוטות אנכיות של הפונ��יה    x    ו�x = 5הישרי�    3 = 4)
—x2

ax2+bx+15
.b  ו�aמ�א את  א.
מ�א את האסימפטוטה האופ�ית של הפונ��יה.ב.

הוכח שהפונ��יה היא לא אי זוגית ולא זוגית.ג.

5
●

= y.    ה� אסימפטוטות של הפונ��יה    y    ו�x = 3הישרי�    2 = ) 
ax2

bx2+4x—12
.b  ו�aמ�א את  א.
מ�א את האסימפטוטה האנכית השנייה של הפונ��יה.ב.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ג.

x2+3x גר� הפונ��יה    6)
x2+ax+4

 =f(x)חות� את האסימפטוטה האופ�ית שלה בנ�ודה שבה    
1
2

 = x.

.aמ�א את  א.
מ�א את האסימפטוטות המ�בילות ל�ירי� של הפונ��יה.ב.

c ´ f  המ�יימת:    g(x)נתונה פונ��יה  ג. (x) Ω g(x)האסימפטוטה האופ�ית של    .

g(x) = 4.5    היא  y  מ�א את    .c.

bx2—6x+5 +האסימפטוטה האופ�ית והאסימפטוטה האנכית של הפונ��יה    7)

x2—3x+a
y =

.)—2 , 4(נחתכות בנ�ודה    
.b  ו�aמ�א את  א.
מ�א את שיעורי הנ�ודה שבה יש "חור" בגר� של הפונ��יה.ב.

= f(x)    חות� את הפונ��יה    x = yהישר    8) ax2+3x+2

x2+4
    בנ�ודה שבה הפונ��יה

חותכת את האסימפטוטה האופ�ית שלה.

מ�א את האסימפטוטה האופ�ית.א.

.    מ�א את האסימפטוטה האופ�יתf(x) = 3g(x)—  מ�יימת:    g(x)7הפונ��יה  ב.

.g(x)של  
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6x2—1    ה� אסימפטוטות של הפונ��יה    x = —    ו�y2הישרי�    7 = 9)

ax+bx2
 +a  = y.

.b  ו�aמ�א את  א.
? xהא� יש לפונ��יה אסימפטוטה נוספת המאונכת ל�יר  ה�ב.

לפונ��יה    10)
x+b
x2—a

 = y שהיא הישר    5 = אחת בלבד    יש אסימפטוטה אנכית x.

.b  ו�aמ�א את  א.
הראה שלפונ��יה אי� נ�ודות �י�ו� והיא יורדת בכל תחו� הגדרתה.ב.

 אסימפטוטות (פונ��יות ר�יונאליות)—הבעה בעזרת פרמטרי� 

    ומ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� שלa) <0 (  במידת ה�ור�    aהיעזר  ב�

הפונ��יות הבאות:

= yנתונה הפונ��יה    17)
2x2

a2 x2—3ax—4
 0    , a.

  את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.aהבע באמ�עות  א.

  של נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה ו�בע אתx  את שיעורי  ה�aהבע באמ�עות  ב.

סוג�.

 אסימפטוטות ע� פרמטרי� (פונ��יות ר�יונאליות)—תרגילי� שוני� 

נתונה הפונ��יה    18)
4x4

(a2x2—1)2
y = 0    , a.

את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.  aהבע באמ�עות  א.

    הפונ��יה עולה, יורדת או שיש לה נ�ודת �י�ו�?  נמ� אתxהא� בנ�ודה שבה    0 = ב.

תשובת�.  (אי� �ור� לגזור את הפונ��יה).

a.    היעזר בסעי� א� והבע באמ�עות  x)—————f( = g(x)  היא הפונ��יה שמ�יימת:    g(x)ג.
.g(x)את האסימפטוטות המ�בילות ל�ירי� של הפונ��יה  

נתונה הפונ��יה    19)
2x2+a
x+b

y =3    הישר    .— = x�הוא אסימפטוטה לפונ��יה והמשי    

.45x  ע� הכיוו� החיובי של �יר  ה�º    יו�ר זוית של  x = —לגר� הפונ��יה בנ�ודה    1
.b  ו�aמ�א את  א.

 ?xב.  הא� יש לפונ��יה אסימפטוטה המ�בילה ל�יר  ה�

(12y =
ax2+1

2x2—8
(11y =

x2

x2—a2
(13y =

x2—1

(ax—1)2

(15(16 (14y = 
x2+1

x2—ax
y = 

x
x2—a

y = 
1

x2—5ax+6a2
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לפונ��יה    20)
6x+a

bx—2x2
y =1יש נ�ודת �י�ו�    ב�    — = x = 1    והישר    xהוא    

אסימפטוטה לפונ��יה.

.b  ו�aמ�א את  א.
ב.  מ�א את שאר האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.

2x+16—נתונה הפונ��יה    21)

x2+bx—a
y = = 2    בנ�ודה שבה    .xיש לפונ��יה נ�ודת �י�ו�    

    הוא אסימפטוטה לפונ��יה.x = —והישר    1

.b  ו�aמ�א את  א.
ב.  מ�א את שאר האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.

ax2—4  המשי� לגר� הפונ��יה    aהוכח:    לכל ער� של  א.22)
x+2

y =    4    בנ�ודה— = x
.45x  ע� הכיוו� החיובי של �יר  ה�ºיו�ר זוית של  

    הוא לא אסימפטוטה של הפונ��יה.x = —  הישר    a2לאיזה ער� של  ב.

נתונה הפונ��יה    23)
ax2—6

4x+bx2+2
 = y1    הפונ��יה לא מוגדרת בנ�ודה שבה    .— = x

    הוא אסימפטוטה שלה.yוהישר    3 = 

.b  ו�aמ�א את  א.
הא� יש לפונ��יה אסימפטוטה אנכית?  נמ�.ב.

הראה שהפונ��יה עולה בכל תחו� הגדרתה.ג.

 = f (x)נתונה הפונ��יה    24)
x2+a
x—10    ,a  .

  הפונ��יה מיי�גת ישר ללא נ�ודה אחת.  מהי משוואת הישרaמ�א לאיזה ער� של  א.

ומהי הנ�ודה?

  לא מיי�גת את הישר הנ"ל.f(x)ידוע שהפונ��יה  ב.

    שווה לשיפועx  א� שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה בנ�ודה שבה    a = 0מ�א את  (1)

.a = xהמשי� לגר� הפונ��יה בנ�ודה שבה    
הא� שני המשי�י� הנ"ל מתלכדי� למשי� אחד?  נמ�.(2)

נתונה הפונ��יה    25)
x3—1

xn—3x+a
 = y    .nמספר טבעי.  לפונ��יה אי� אסימפטוטה אופ�ית  

    הוא אסימפטוטה אנכית שלה.xוהישר    2 = 

  (הבח� בי� שני מ�רי�).aמ�א את  א.

הא� יש לפונ��יה אסימפטוטה אנכית נוספת?  (בדו� את שני המ�רי�).ב.

ax2—3xנתונה הפונ��יה    26)
x2—1

 = y.

  במידת ה�ור� ומ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של הפונ��יה.aהיעזר  ב�

.שלוש אפשרויותהבח� בי� 

78
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x—3נתונה הפונ��יה    27)

x2+a
 = y  מ�א לאילו ערכי    .a:

אי� לפונ��יה אסימפטוטות אנכיות.א.

יש לפונ��יה אסימפטוטה אנכית אחת.  מ�א אותה.ב.

יש לפונ��יה שתי אסימפטוטות אנכיות.ג.

באחת מהאפשרויות שבסעי� ב� יש לפונ��יה נ�ודת �י�ו�.  מ�א את הנ�ודה ו�בעד.

את סוג ה�י�ו�.

לפונ��יה    28)
x2—3x+2

x2+bx+c
y = = 3    יש אסימפטוטה אנכית אחת בלבד והיא הישר    x.

.  (מ�א את כל האפשרויות).c  ו�bמ�א את  

 פונ��יות ר�יונאליות):—(אסימפטוטות ע� פרמטרי� תשובות  

.x5  ,— = x  א.  2.   ב.  0 = 2).    )2.5 , —1  (.   ד.y = —.   ב.  לא.   ג.  1—  א.  110)

  א.  3)
x2+x—2

x2—x—2
.f(x) =1  .ב   — = x = 1  ,y.א.  1 = 4).    )0 , 1  (.   ג  a8  ,— = b.

.a = 3  ,b = —  א.  710).   ג.  x = 4  ,x = 1  ,y    .3.5.   ב.  1 = —  א.  y    .(65 = —ב.  1

4(ב.  
1  ו�a  או  b = 3  ו�a = 2  א.  y    .(9 = 4 = —.   ב.  y1א.  2 = 8)  .    )5 , 73

2 = 1b.

,a = x  ,a— = x = 1  ,y    .  (12 = 2x  א.  a = 5  ,b    .(11  א.  x    .(10 = 25ב.  0 = 

2— = x  ,a
2 = y    .(13  1

a = x  ,1
a2 = y    .(14 = 0  x  ,a = x = 1  ,y    .(15  a = x,

a— = x = 0  ,y    .(16  .א  a = 2x  ,a = 3x = 0  ,y    .(17  .4  א
a = x  ,1

a— = x  ,2
a2 = y.

8  מ�סימו�,  xב.  0 = 
3a— = x    .1  א.  18)  מינימו�

a = x  ,1
a— = x  ,4

a4 = y.

1ב.  נ�ודת מינימו�.   ג.  
a = x  ,1

a— = x  ,4

a4 = y    .(1914  .א  — = a = 3  ,b.ב.  לא   .

.x = 0  ,y.   ב.  a3  ,— = b = 4  א.  x = 0  ,y    .(21 = 4.   ב.  a = 2  ,b = 0  א.  2 = 20)

a+1  ,x = y = —  א.  x    .(241 = —.   ב.  כ�,  a = 2  ,b1  א.  a    .(23 = 6  ב.  1 = 22)

.   ב.  לא.a  או  a = 2  א.  4 = 25).   (2)  לא.    a.   ב.  (1)  2 = )1 , 2(ללא הנ�ודה  

;  א�x = —,  ו�y1  אז  a = 3;  א�  x = 3 = —  ו�a = y = 1  ,x1  אז    a  א�  263)

3— = a3  אז  — = y = 1ו�  ,x    .(27 0  .א  > a = 0  .ב   .a = 0ו�  x9  או  — = a3ו�  — = x.

1(.   ד.  a9  ,—  a >ג.  0 
  אוb = 6  ,c = —  או  b = 3  ,c5 = —  284)  מ�סימו�.    )6 , 12

6— = b = 9  ,c.

 פונ��יות ר�יונאליות—ח�ירת פונ��יה 

Æ‰Ï˘ Û¯‚‰ ËÂË¯˘·Â ˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙ ˙¯È˜Á· ÔÂ„ ‰Ê ÛÈÚÒ·
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∫ß‡ ‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ¯Â˜Á

±—x
x2 Ω f(x)∫‡ˆÓÂ ÌÈ‡·‰ ÌÈÙÈÚÒ‰ È¢ÙÚ    

Æ‡Æ‰¯„‚‰ ÌÂÁ˙Æ·ÆÔÂˆÈ˜ ˙Â„Â˜

Æ‚Æ‰„È¯ÈÂ ‰ÈÈÏÚ ÈÓÂÁ˙Æ„ÆÌÈ¯Èˆ‰ ÌÚ ÍÂ˙ÈÁ ˙Â„Â˜

Æ‰ÆÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ÆÂÆ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚ ˙‡ ËË¯˘

ÆÊ  ˙¯Ê‚‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰ Ô‰Ó(x)
f Æ˜Ó  ø

ÆÁ  Ï˘ Û¯‚‰ ÏÚ ÍÓ˙Ò‰·f(x)  Ï˘ Û¯‚‰ ˙‡ ˙ÈÏÏÎ ‰¯Âˆ· ËË¯˘  (x)
fÚÂ„È Ì‡  

  ‰Èˆ˜ÂÙÏ˘f(x)Æ„·Ï· ˙Á‡ ÏÂ˙ÈÙ ˙„Â˜ ˘È  

∫ÔÂ¯˙Ù

Æ‡ ‰¯„‚‰ ÌÂÁ˙—  Ω ∞    ¯˘‡Î ÒÙ‡Ï ‰ÂÂ˘ ‰ÎÓ‰x ∞    ‡Â‰ ‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙ ÔÎÏÂ     xÆ

Æ· ÔÂˆÈ˜ ˙Â„Â˜— ∫Ï·˜  ¨∞≠Ï  ‰ÂÂ˘Â ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ¯ÂÊ‚

Æf 
(x)†Ω
—±†•†x2

†—†(±—x)†•†≤x
x4 Ω

x2—≤x
x4 Ω†∞

 Ω ∞    ‡È‰ ˙Ï·˜˙Ó‰ ‰‡ÂÂ˘Ó‰x≤—x2 Ω ∞    ∫Ì‰ ˙ÂÂ¯˙Ù‰Â    x1 Ω ≤    ¨x2‰Èˆ˜ÂÙ‰    Æ

 Ω ∞    ‰„Â˜· ˙¯„‚ÂÓ ‰È‡x Ω ≤    ‰„Â˜‰ ˙‡ ˜¯ ˜Â„·Ï ¯˙Â ÔÎÏÂ    xÚÂ·˜Ï È„Î    Æ

 ˙‡ ¯ÂÊ‚Ï ˜ÈÙÒÓ ÔÂˆÈ˜‰ ˙„Â˜ ‚ÂÒ ˙‡‰ÂÓ‰    Ï˘ ˙¯Ê‚‰  Æ‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ï˘ x≤—x2

≤    ‡È‰—x Ω ≤    ·Èˆ Ì‡    Æ≤x ∞    Ï·˜ ÂÊ ˙¯Ê‚·    >≤ Ω ≤ —≤ •  Ω ≤≠·    ÔÎÏÂ    ≤x

≠‰  ·Â˘ÈÁ  ÆÌÂÓÈÈÓ ˘Èy    Ô˙Â  Æy†Ω
±—≤
≤2 Ω†— ±

¥‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÔÂˆÈ˜‰ ˙„Â˜ ¨¯ÓÂÏÎ    

    ‰„Â˜‰ ‡È‰)±
¥— ¨ ≤(ÆÌÂÓÈÈÓ ˙„Â˜ ‡È‰Â    

Æ‚ ‰„È¯ÈÂ ‰ÈÈÏÚ ÈÓÂÁ˙—   ÏÎÏ È·ÂÈÁ ‡Â‰ ‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ï˘ ‰ÎÓ‰xÌÂÁ˙·  

È·ÂÈÁ ‡Â‰ ‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ï˘ ‰ÂÓ‰ È˙Ó ˜Â„·Ï ¯‡˘ ÔÎÏÂ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰¯„‚‰‰

 ∞    ÈÚÂ·È¯‰ ÔÂÈÂÂ˘‰ È‡ Ï˘ ÔÂ¯˙Ù‰  ÆÈÏÈÏ˘ ‡Â‰ È˙ÓÂ> x≤—x2 ∞    ‡Â‰    < xÂ‡    

 ≤> x ∞    ÈÚÂ·È¯‰ ÔÂÈÂÂ˘‰ È‡ Ï˘ ÔÂ¯˙Ù‰Â    < x≤—x2 ≤    ‡Â‰    < x <ÔÎÏ    Æ∞ 

 ∞    ÌÂÁ˙· ‰ÏÂÚ ‰Èˆ˜ÂÙ‰< x ≤    Â‡    > x ≤    ÌÂÁ˙· ˙„¯ÂÈÂ    < x <Æ∞ 

Æ„ ÌÈ¯Èˆ‰ ÌÚ ÍÂ˙ÈÁ ˙Â„Â˜— ≠‰  ¯Èˆ ÌÚ ÍÂ˙ÈÁ‰ ˙„Â˜ ˙‡ ‡ÂˆÓÏ È„Îx˙‡ ‰ÂÂ˘  

 Ω ∞    Ï·˜  ÆÒÙ‡Ï ‰Èˆ˜ÂÙ‰
±—x
x2 Ω ±    ÔÎÏÂ    x≠‰  ¯Èˆ ˙‡ ˙Î˙ÂÁ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ¨¯ÓÂÏÎ    Æx

    ‰„Â˜·)∞ ¨ ±(≠‰  ¯Èˆ ˙‡ ˙Î˙ÂÁ ‡Ï ‰Èˆ˜ÂÙ‰    Æy Ω ∞    ¯Â·Ú ˙¯„‚ÂÓ ‡Ï ‡È‰ ÈÎ  xÆ

Æ‰ ˙ÂÈÎ‡ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡—  Ω ∞    ¯˘‡Îx‰ÂÂ˘ ‡Ï ‰ÂÓ‰Â ÒÙ‡Ï ‰ÂÂ˘ ‰ÎÓ‰    

 Ω ∞    ¯˘È‰ ÔÎÏ ÒÙ‡Ïx    )≠‰  ¯Èˆ(y˙Â‚‰˙‰  Æ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙ÈÎ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ‡Â‰  

‰˜ÒÓÏ ÚÈ‚‰Ï Ô˙È  Æ≥∏  ßÓÚ·˘ ß· ‡Ó‚Â„· ¯·ÒÂÓÏ ‰ÓÂ„· ‡È‰  ∞≠‰  ˙·È·Ò· ‰Èˆ˜ÂÙ‰

Æ‰„È¯È‰Â ‰ÈÈÏÚ‰ ÈÓÂÁ˙ È¢ÙÚ Ì‚ ÂÊ

 ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡—   ‡È‰ ‰ÂÓ· ¯˙ÂÈ· ‰‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰x¯˙ÂÈ· ‰‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰Â  

  ‡È‰ ‰ÎÓ·x2 Ω ∞    ‡È‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ ÔÎÏ  y≠‰  ¯Èˆ ¯ÓÂÏÎ    ¨xÆ

 ÌÂÎÈÒÏ—  Ω ∞    ∫ÌÓˆÚ ÌÈ¯Èˆ‰ Ô‰ ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰x Ω ∞    ¨yÆ
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ÆÂ ÈÙ¯‚‰ ¯Â‡È˙‰— Ô˙È ÂÏ·È˜˘ ˙Â‡ˆÂ˙‰ ˙‡

ÆÏ‡Ó˘Ó ÚÈÙÂÓ ÈÙ¯‚‰ ¯Â‡È˙‰  Æ‰Ï·Ë· ÌÎÒÏ

ÆÊ  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙¯Ê‚· ˙ÂÂ·˙‰ È¢Úf(x)˙Â‡¯Ï Ï˜ ß· ÛÈÚÒ Ï˘ ÔÂ¯˙Ù·˘  

ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰˘  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ (x)
f    ∫Ô‰  Ω ∞ x    ¨Ω ∞ yÆ

ÆÁ È¢ÙÚ‰„È¯È‰Â ‰ÈÈÏÚ‰ ÈÓÂÁ˙  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ f(x)Ï·˜ ß‚ ÛÈÚÒ Ï˘ ÔÂ¯˙Ù·˘  

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰˘(x)
f  ˙È·ÂÈÁ    ÌÂÁ˙· ∞     <     x    Â‡    ≤     >     x    ˙ÈÏÈÏ˘Â    ÌÂÁ˙· ≤ <     x     < ∞Æ

    ‰„Â˜·≤ Ω     x  ‰Èˆ˜ÂÙÏ ˘È    f(x) ˙„Â˜  ÔÂˆÈ˜    ‰„Â˜· ÔÎÏÂ ≤     Ω     x‰Èˆ˜ÂÙ‰    

(x)
f  ˙Î˙ÂÁ≠‰  ¯Èˆ ˙‡ x  ‰Èˆ˜ÂÙÏ ÔÂ˙‰ ÈÙÏ  Æf(x) ˙„Â˜ ˘È  ÏÂ˙ÈÙÔÎÏÂ „·Ï· ˙Á‡ 

  ‰Èˆ˜ÂÙÏ(x)
f ˙„Â˜ ˘È  ÔÂˆÈ˜Æ„·Ï· ˙Á‡ 

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÍÂ˙ÈÁ‰ ˙„Â˜ ÏÚ ÍÓ˙Ò‰·(x)
f
≠‰  ¯Èˆ ÌÚx‰Ï˘ ˙È˜ÙÂ‡‰ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡‰ ÏÚÂ  

˙ÂÈ‰Ï ˙·ÈÈÁ ‰Ï˘ ‰„ÈÁÈ‰ ÔÂˆÈ˜‰ ˙„Â˜˘ Ï·˜

¯ÊÚÈ  ÆÔÂ˘‡¯‰ ÚÈ·¯· ÍÂ˙ÈÁ‰ ˙„Â˜Ï ÔÈÓÈÓ

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ Û¯‚· ÂÈ˘ÎÚf(x)Û¯‚‰˘ Ï·˜Â  

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘(x)
fÆÏ‡Ó˘Ó ¯ÂÈˆ· ÂÓÎ ‰‡¯ÈÈ  

∫ß· ‡Ó‚Â„
®±©    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ¯Â˜Á

x2

x2—¥x´≥
 Ω f(x)Æ˙Ó„Â˜‰ ‡Ó‚Â„‰ Ï˘ ÌÈÙÈÚÒ‰ È¢ÙÚ    

®≤©  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ Û¯‚‰ ˙‡ ËË¯˘(x)
f  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ Û¯‚‰ È¢ÙÚ  f(x)˙‡ ‡ˆÓÂ  

  ˙¯Ê‚‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Â·˘ ÌÂÁ˙‰(x)
f  ‰ÈÈ˘‰ ˙¯Ê‚‰ ˙ÈÈˆ˜ÂÙ Ì‚Â ˙È·ÂÈÁ ‡È‰  (x)

f
  ‰Èˆ˜ÂÙÏ˘ ÚÂ„È Ì‡ ˙È·ÂÈÁ ‡È‰f(x)Æ„·Ï· ˙Á‡ ÏÂ˙ÈÙ ˙„Â˜ ˘È  

∫ÔÂ¯˙Ù

®±©    Æ‡ ‰¯„‚‰ ÌÂÁ˙— ‰ÎÓ‰ ˙‡ ‰ÂÂ˘ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙ ˙‡ ‡ÂˆÓÏ È„Î

´≥ Ω ∞    Ï·˜  ÆÒÙ‡Ïx¥—x2 Ω ±    ∫Ì‰ ˙ÈÚÂ·È¯‰ ‰‡ÂÂ˘Ó‰ ˙ÂÂ¯˙Ù    Æx1 Ω ≥    ¨x2Æ

 ±    ‡Â‰ ‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙ ÔÎÏ x ≥    ¨ xÆ

Æ· ÔÂˆÈ˜ ˙Â„Â˜— ∫∞≠Ï  ‰ÂÂ˘Â ‰Èˆ˜ÂÙ‰ ˙‡ ¯ÂÊ‚

Æf 
(x)†Ω
≤x(x2—¥x´≥)†—†x2(≤x—¥)

(x2—¥x´≥)
2

Ω
≤x3—∏x2´∂x—≤x3´¥x2

(x2—¥x´≥)
2

Ω
—¥x2´∂x

(x2—¥x´≥)
2

Ω†∞

‡Ï
˙¯„‚ÂÓ

≥
¥

‰ÈÈÏÚ
‰„È¯È

f 
(x) ´ — —´

—≤x —± ∞ ±

f(x) ≤ ≤ ∞

∞

≤

´

≥

±
¥

— ≤
π

—

ÌÂÓÈÈÓ

±
≤

x

y

f(x) = 1—x
x2

y

x

f 
(x) =† x2—2x
x4
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 Ω ∞    ¯ÓÂÏÎx´∂x2¥— Ω ∞    ∫Ì‰ ˙ÂÂ¯˙Ù‰Â    x1 Ω ±Æμ    ¨x2  ·Â˘ÈÁ    Æy Ω ∞    Ô˙Â  y1¨

≥— Ω y2 ˙‡ ¯ÂÊ‚Ï ˜ÈÙÒÓ ÔÂˆÈ˜‰ ˙Â„Â˜ ‚ÂÒ ˙‡ ÚÂ·˜Ï È„Î   Æ‰ÂÓ‰¨‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ï˘ 

´∂    Ï·˜x∏—    ÔÎÏ    Æ)∞ ¨ ∞(≠Â    ÌÂÓÈÈÓ ˙„Â˜ ‡È‰    )≥— ¨ ±Æμ(ÆÌÂÓÈÒ˜Ó ˙„Â˜ ‡È‰    

Æ‚ ‰„È¯ÈÂ ‰ÈÈÏÚ ÈÓÂÁ˙—   ÏÎÏ È·ÂÈÁ ‡Â‰ ‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ï˘ ‰ÎÓ‰xÌÂÁ˙·  

È·ÂÈÁ ‡Â‰ ‰Â˘‡¯‰ ˙¯Ê‚‰ Ï˘ ‰ÂÓ‰ È˙Ó ˜Â„·Ï ¯‡˘ ÔÎÏÂ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰¯„‚‰‰

 ∞    ÈÚÂ·È¯‰ ÔÂÈÂÂ˘‰ È‡ Ï˘ ÔÂ¯˙Ù‰  ÆÈÏÈÏ˘ ‡Â‰ È˙ÓÂ> x´∂x2¥— ±Æμ    ‡Â‰    < x <∞ 

 ∞    ÈÚÂ·È¯‰ ÔÂÈÂÂ˘‰ È‡ Ï˘ ÔÂ¯˙Ù‰Â< x´∂x2¥— ∞    ‡Â‰    < x ±Æμ    Â‡    > x·˘Á˙‰·    Æ

 ±    ∫ÌÈÓÂÁ˙· ®„ÂÁÏ© ‰ÏÂÚ ‰Èˆ˜ÂÙ‰    ∫Ï·˜ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰¯„‚‰‰ ÌÂÁ˙·< x <∞ 

 ±Æμ    Â‡< x < ∞    ∫ÌÈÓÂÁ˙· ®„ÂÁÏ© ˙„¯ÂÈÂ    ± < x ≥    Â‡    < x < ≥    Â‡    ±Æμ > xÆ

Æ„ ÌÈ¯Èˆ‰ ÌÚ ÍÂ˙ÈÁ ˙Â„Â˜— ≠‰  ¯Èˆ ˙‡ ˙Î˙ÂÁ ‰Èˆ˜ÂÙ‰x≠‰  ¯Èˆ ˙‡Â  y
    ‰„Â˜·)∞ ¨ ∞(Æ

Æ‰ ˙ÂÈÎ‡ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡—  Ω ±    ¯Â·Ú  ∞≠Ï  ‰ÂÂ˘ ‰ÎÓ‰x Ω ≥≠Â    x˙Â‡¯Ï Ï˜    Æ

≠‰  ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡ ÔÎÏÂ ‰Ï‡ ˙Â„Â˜· ÒÙ‡˙Ó ‡Ï ‰ÂÓ‰˘x Ω ±    Ô‰  x
 Ω ≥≠ÂxÆ

 ˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡—   ‡È‰ ‰ÂÓ· ¯˙ÂÈ· ‰‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰x2Ì‚  Æ±  ‡Â‰ Ì„˜Ó‰Â  

  ‡È‰ ‰ÎÓ· ¯˙ÂÈ· ‰‰Â·‚‰ ‰˜ÊÁ‰x2˙È˜ÙÂ‡ ‰ËÂËÙÓÈÒ‡ ÔÎÏ  Æ±  ‡Â‰ Ì„˜Ó‰ Ô‡Î Ì‚Â  

 Ω ±    ‡È‰±
± Ω yÆ

 ÌÂÎÈÒÏ—  Ω ±    ∫Ô‰ ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰ ˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰x Ω ≥    ¨x Ω ±    ¨yÆ

ÆÂ ÈÙ¯‚‰ ¯Â‡È˙‰— Æ‰Ï·Ë· ÌÎÒÏ Ô˙È ÂÏ·È˜˘ ˙Â‡ˆÂ˙‰ ˙‡

ÆÏ‡Ó˘Ó ÚÈÙÂÓ ÈÙ¯‚‰ ¯Â‡È˙‰

®≤©  ˙¯Ê‚‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ È¢ÙÚ(x)
f˙ÂËÂËÙÓÈÒ‡‰˘ ˙Â‡¯Ï Ï˜ ß· ÛÈÚÒ Ï˘ ÔÂ¯˙Ù·˘  

  ˙¯Ê‚‰ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÌÈ¯ÈˆÏ ˙ÂÎÂ‡Ó‰(x)
f Ω ∞    Ô‰  y Ω ±    ¨x Ω ≥    ¨x¨ÔÎ ÂÓÎ    Æ

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ Û¯‚‰˘ Ï·˜ ˙Ó„Â˜‰ ‡Ó‚Â„· ¯·ÒÂ‰˘ ‰ÓÏ ‰ÓÂ„·(x)
fÂÓÎ ‰‡¯ÈÈ  

x

y f(x) = x2

x2—4x+3
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ÌÂÓÈÈÓ

x†<†∞

‰ÈÈÏÚ
‰„È¯È

f 
(x) —

x

∞

∞ ∞†<†x†<†±

´

±

ÌÂÓÈÒ˜Ó

±†<†x†<†±Æμ

´ ∞

±Æμ ±Æμ†<†x†<†≥

—

≥ x†>†≥

—
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˙„Â˜ Ï˘ ‰ÓÂ˜ÈÓÏ ·Ï ÌÈ˘©  ÆÏ‡Ó˘Ó ¯ÂÈˆ·

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰„ÈÁÈ‰ ÔÂˆÈ˜‰(x)
f‰Èˆ˜ÂÙÏ  Æ

(x)
f¨ÔÂ˙‰ È¢ÙÚ ÈÎ ‰„ÈÁÈ ÔÂˆÈ˜ ˙„Â˜ ˘È  

  ‰Èˆ˜ÂÙÏf(x)Æ®‰„ÈÁÈ ÏÂ˙ÈÙ ˙„Â˜ ˘È  

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ‰ÈÈÏÚ‰ ÈÓÂÁ˙ È¢ÙÚf(x)Ï·˜  

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰˘(x)
f ±    ÌÂÁ˙· ˙È·ÂÈÁ  < x <∞ 

 ±Æμ    Â‡< x <Â·˘ ÌÂÁ˙‰ ˙‡ ÂÈ˘ÎÚ ‡ˆÓ    Æ± 

  ‰Èˆ˜ÂÙ‰(x)"f  ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Â·˘ ÌÂÁ˙‰ ‡Â‰ ‰Ê ÌÂÁ˙ ¨˙È·ÂÈÁ  (x)
fÔÓÒ Ì‡  Æ‰ÏÂÚ  

≠·x1≠‰  ¯ÂÚÈ˘ ˙‡  x  Ï˘ ÔÂˆÈ˜‰ ˙„Â˜ Ï˘  (x)
f  ‰Èˆ˜ÂÙ‰˘ Ï·˜  (x)

f˙È·ÂÈÁ  

 ±    ÌÂÁ˙·< x < x1 ≥    Â‡    > x∫ÌÎÒÏ ÏÎÂ ÂÏ·˜˙‰˘ ÌÈÓÂÁ˙‰ ÏÎ· ˙ÂÂ·˙‰ È¢Ú    Æ

  ˙ÂÈˆ˜ÂÙ‰(x)
f≠Â  (x)"f ±    ÌÂÁ˙· ˙ÂÈ·ÂÈÁ  < x <Æ∞ 

תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(ח�ירת פונ��יה 

1  החל מעמ
  102.—ראה ג� תרגילי�  28    הערה:

 פונ��יות ר�יונאליות—ח�ירת פונ��יה כאשר הגר� נתו� 

x2+3xב�יור מתואר גר� הפונ��יה    1)
x2+3

f (x) = .

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ד.

.xמ�א את האסימפטוטה של הפונ��יה המ�בילה ל�יר  ה�ה.
מ�א את תחומי החיוביות והשליליות של הפונ��יה.ו.


(x)  היא חיובית וג� הנגזרת שלה  f(x)מ�א את התחו� שבו הפונ��יה  ז.f.היא חיובית  


(x)הנגזרת  מ�א את האסימפטוטה האופ�ית של הפונ��יה ח.f.


(x)מה� נ�ודות החיתו� של הפונ��יה  ט.f�?  נמ�. x  ע� �יר  ה


(x),  את הגר� של הפונ��יה  f(x)שרטט ב�ורה כללית, עפ"י הגר� של הפונ��יה  י.f

(x)א� ידוע שלפונ��יה  f.יש בדיו� שלוש נ�ודות �י�ו�  

ב�יור מתואר גר� הפונ��יה    2)
1

1—x
 — x = f(x).

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

.yמ�א את נ�ודת החיתו� של הפונ��יה ע� �יר  ה�ד.
(המש� התרגיל בעמ� הבא)

y

x

f 
(x) =† —4x2+6x
(x2—4x+3)2

x

y

x

y
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.xמ�א את האסימפטוטה של הפונ��יה המאונכת ל�יר  ה�ה.
    חות� את גר� הפונ��יה:k = y  הישר    kמ�א לאילו ערכי  ו.

(1)  בנ�ודה אחת.    (2)  בשתי נ�ודות.    (3)  בא� נ�ודה.

מעבירי� בכל אחת מנ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה משי� לגר� הפונ��יה.  מהו המרח�ז.

בי� שני המשי�י�?


(x)מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של הפונ��יה  ח.f.


(x),  את הגר� של הפונ��יה  f(x)שרטט ב�ורה כללית, עפ"י הגר� של הפונ��יה  ט.f
  אי� נ�ודות פיתול.f(x)א� ידוע שלפונ��יה  


(x)מ�א, עפ"י הגר� של הפונ��יה  י.fאת תחומי החיוביות והשליליות של הפונ��יה  ,

(x)"f.

(x)מ�א את התחו� שבו הפונ��יה  יא.f  )  חיובית וג� הפונ��יהx("f.חיובית  

.  מה� נ�ודות ה�י�ו� שלˇf(x)ˇשרטט ב�ורה כללית את הגר� של הפונ��יה  יב.

?ˇf(x)ˇהפונ��יה  

ב�יור מתואר גר� הפונ��יה    3)
3x2—8x+4

x2
 = f(x).

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודת ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

.xמ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� �יר  ה�ד.
מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ה.

מ�א את התחו� שבו הפונ��יה שלילית.ו.

מ�א את התחו� שבו הפונ��יה שלילית וג� הנגזרת שלה שלילית.ז.


(x)מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של הפונ��יה  ח.f.


(x),  את הגר� של הפונ��יה  f(x)שרטט ב�ורה כללית, עפ"י הגר� של הפונ��יה  ט.f
  יש בדיו� נ�ודת פיתול אחת.f(x)א� ידוע שלפונ��יה  


(x)הראה שאי� תחו� שבו הפונ��יה  י.f  )  שלילית וג� הפונ��יהx("f.שלילית  


f(x) = (x)  היא פונ��יה המ�יימת    g(x)יא.g 0    בתחו�    > x.
(1)�  ו�בע את סוג�.g(x)  של נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה  xמ�א את שיעורי  ה

.g(x)מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה  (2)

  שלה ב�ירובx  בנ�ודה ששיעור  ה�x  חותכת את �יר  ה�g(x)ידוע שהפונ��יה  (3)

.  שרטט ב�ורהx    ונ�ודות ה�י�ו� שלה נמ�אות מתחת ל�יר  ה�xהוא    4.071 = 

.g(x)כללית את הגר� של  

ב�יור מתואר גר� הפונ��יה    4)
—4

x2+2x—3
 = f(x).

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודת ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

(המש� התרגיל בעמ� הבא)

x

y

x

y
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מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

.yמ�א את נ�ודת החיתו� של הפונ��יה ע� �יר  ה�ד.
מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ה.

מבלי לב�ע חישובי� מ�א את נ�ודת ה�י�ו� של הפונ��יה    ו.
4

x2+2x—3
 = h(x).


(x)מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של הפונ��יה  ז.f.

(x),  את הגר� של הפונ��יה  f(x)שרטט ב�ורה כללית, עפ"י הגר� של הפונ��יה  ח.f

  אי� נ�ודות פיתול.f(x)א� ידוע שלפונ��יה  


f(x) = (x)  היא פונ��יה המ�יימת    g(x)ט.g 1    בתחו�    > x.

  אי� נ�ודות �י�ו�.g(x)הסבר מדוע לפונ��יה  (1)

.g(x)מ�א את תחומי העלייה והירידה (א� יש כאלה) של הפונ��יה  (2)

1ישר ששיפועו  (3)
3

  של נ�ודתx.  מ�א את שיעור  ה�g(x) לגר� הפונ��יה  משי�  —

ההש�ה.

ב�יור מתואר גר� הפונ��יה    5)
12—x2

x2—3x
 = f(x).

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

.xמ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� �יר  ה�ד.
מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ה.

מ�א את נ�ודת החיתו� של הפונ��יה ע� האסימפטוטה האופ�ית שלה.ו.


(x)מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של הפונ��יה  ז.f.

(x),  את הגר� של הפונ��יה  f(x)שרטט ב�ורה כללית, עפ"י הגר� של הפונ��יה  ח.f

  יש בדיו� נ�ודת פיתול אחת.f(x)א� ידוע שלפונ��יה  


(x)מ�א את התחו� שבו הפונ��יה  ט.f  )  שלילית וג� הפונ��יהx("f.שלילית  

  אתf(x).    מ�א עפ"י הח�ירה של  2 = g(x)(f(x))  היא פונ��יה המ�יימת:    g(x)י.

  מתאפסת.g(x)הנ�ודות בה� הנגזרת של  

1  היא פונ��יה המ�יימת:    h(x)יא.
f(x)

 = h(x)את האסימפטוטות �.    מ�א עפ"י סעי� ד

  ועפ"י סעי� ב� את נ�ודות ה�י�ו� שלה.h(x)האנכיות של הפונ��יה  

 פונ��יות ר�יונאליות—ח�ירת פונ��יה כאשר הגר� לא נתו� 

ח�ירת פונ��יות בתרגילי� שלהל� תיעשה עפ"י הסעיפי� הבאי� והיא כוללת מ�יאת:

נ�ודות �י�ו�.ב)תחו� הגדרה.א)

נ�ודות חיתו� ע� ה�ירי�.ד)תחומי עלייה וירידה.ג)

שרטוט גר� הפונ��יה.ו)אסימפטוטות המאונכות ל�ירי�.ה)

y

x
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ח�ור את הפונ��יות הבאות עפ"י הסעיפי� שרשומי� בתחילת סעי� זה (בעמ� ה�וד�):

(פונ��יות ללא אסימפטוטות אנכיות)

ח�ור את הפונ��יות הבאות עפ"י הסעיפי� שרשומי� בתחילת סעי� זה:

(פונ��יות ע� אסימפטוטה אנכית אחת)

ח�ור את הפונ��יות הבאות עפ"י הסעיפי� שרשומי� בתחילת סעי� זה:

(פונ��יות ע� שתי אסימפטוטות אנכיות)

ח�ור את הפונ��יות הבאות עפ"י הסעיפי� שרשומי� בתחילת סעי� זה:

(פונ��יות ע� נ�ודת אי הגדרה שבה אי� לפונ��יה אסימפטוטה אנכית)

ח�ור את הפונ��יות הבאות עפ"י הסעיפי� שרשומי� בתחילת סעי� זה:

(פונ��יות מכל הסוגי�)

86

(6y =
4x

x2+1
(8y =

3x2

x2+3

(11y =
x2—x+1

x2+x+1

(7y =
—2x
x2+4

(10y =
x2—3x
x2+3 ●

(9y =
3—x2

x2+2

(12y =
x2+1

x(13y =
x2

1—x
(14y =

x2

x+2

(15y =
x—1

x2
(16y = x

(x—1)2
(17y = 12—4x

(x—2)2

(18y =
4x+1

x2—2x
(19y =

1+3x
x—x2

(20y =
10—2x
x2—9

(23y =
x

x2—x—6
(22y =

2x2—5x+2

3x2—10x+3
(21y =

—x
x2—10x+16

y =
x2+4x+3

1—x2
(25(26y =

x3—3x2

9—x2
y =

x—2

x2—4
(24

(28y = 2x2

(x—1)2
(29y = —x2

(x—3)2

y = x2+3x+2

x2—1

y = 2x2—6x—8

(2x—3)2
y =

x2—5

x2—x—2

y =
x2+x—2

x2—x+2
(27

(31(32

(34

●

y =
x

x2—6x+8
(30

(35y = 2x2+3x—2

—x2+x+6
y = x2—4x

x2—4x—12
(33

(37y =
(x—2)2

(x—1)4
(36y = x3

4—2xy = x3

x2—3
(38
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 פונ��יות ר�יונאליות—ח�ירת פונ��יה ע� פרמטרי� 

12xלפונ��יה    39)
x2—6x+a

 = f(x)3    יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה    — = x.

.aמ�א את  א.
מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.ב.

מ�א את נ�ודת ה�י�ו� של הפונ��יה.ג.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

מ�א את תחומי החיוביות והשליליות של הפונ��יה.ו.


(x)מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של הפונ��יה  ז.f.

(x),  את הגר� של הפונ��יה  f(x)שרטט ב�ורה כללית, עפ"י הגר� של הפונ��יה  ח.f

  יש נ�ודת פיתול אחת בלבד.f(x)א� ידוע שלפונ��יה  

= f(x).    הוא אסימפטוטה אנכית של הפונ��יה    x = —הישר    401) —x
x2—x+a

  ואת תחו� ההגדרה של הפונ��יה.aמ�א את  א.

הראה שלפונ��יה אי� נ�ודות �י�ו�.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

מ�א את תחומי החיוביות והשליליות של הפונ��יה.ו.


(x)הסבר מדוע אי� תחו� משות� שבו הפונ��יה  ז.f  )  שלילית וג� הפונ��יהx("f
שלילית.

̌.f(x)ˇשרטט ב�ורה כללית גר� של הפונ��יה  ח.

= f(x)לפונ��יה    41) x+b
x2+ax—4

.)1 , —1(    יש נ�ודת �י�ו� בנ�ודה    

  ואת תחו� ההגדרה של הפונ��יה.b  ו�aמ�א את  א.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה ואת תחומי העלייה והירידה.ב.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ג.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

מ�א את תחומי החיוביות והשליליות של הפונ��יה.ו.


(x),  את הגר� של הפונ��יה  f(x)שרטט ב�ורה כללית, עפ"י הגר� של הפונ��יה  ז.f
  יש בדיו� נ�ודת פיתול אחת.f(x)א� ידוע שלפונ��יה  


(x)מ�א את התחו� שבו הפונ��יה  ח.f  )  חיובית וג� הפונ��יהx("f.חיובית  

x2לפונ��יה    42)

x—4
+ b = f(x)�  שלה הוא  y.18    יש נ�ודת מינימו� בנ�ודה ששיעור  ה

.bמ�א את  א.
(המש� התרגיל בעמ� הבא)מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.
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מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ג.

מ�א את האסימפטוטה האנכית של הפונ��יה.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

    חות� את גר� הפונ��יה:k = y  הישר    kמ�א לאילו ערכי  ו.

(1)  בנ�ודה אחת.        (2)  בשתי נ�ודות.        (3)  בא� נ�ודה.


f(x) = (x)  היא פונ��יה המ�יימת:    g(x)ז.g 4    בתחו�    < x.
(1)�.g(x)  של נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה  xמ�א את שיעורי  ה

.g(x)מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה  (2)

    ב�ירובx  בנ�ודה    x = 3.851  חותכת את �יר  ה�g(x)ידוע שהפונ��יה  (3)

�.  שרטט ב�ורה כללית גר� שלxונ�ודות ה�י�ו� שלה נמ�אות מעל ל�יר  ה

.g(x)הפונ��יה  

.    מ�א את שיעורx  בנ�ודה שבה    g(x) = 3 לגר� הפונ��יה  משי�מעבירי� (4)

�  והמשי� בה לגר� הפונ��יהg(x)  של הנ�ודה שנמ�את על גר� הפונ��יה  xה

g(x)  למשי� הנ"ל.מ�ביל 

x2+axשיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    43)
x2—4

 = f(x) = 0    בנ�ודה    x  1    הוא
2

.

.aמ�א את  א.
מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.ב.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ג.

הראה שלפונ��יה אי� נ�ודות �י�ו�.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.


(x),  את הגר� של הפונ��יה  f(x)שרטט ב�ורה כללית, עפ"י הגר� של הפונ��יה  ו.f
  אי� נ�ודות פיתול.f(x)א� ידוע שלפונ��יה  

= f(x)שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    44) ax2—1

b—x2
2    הוא  x    בנ�ודה    1 = 

3
.  הישר

1— = y.הוא אסימפטוטה של הפונ��יה    

.b  ו�aמ�א את  א.
  שמ�את בפונ��יה וח�ור אותה (תחו� הגדרה, נ�ודות חיתו�b  ו�aה�ב את  ב.

ע� ה�ירי�, נ�ודות �י�ו�, תחומי עלייה וירידה, אסימפטוטות אנכיות).

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ג.

מ�א את תחומי החיוביות והשליליות של הפונ��יה.ד.

    ע� גר� הפונ��יה א�:k = yמ�א כמה נ�ודות חיתו� יש לישר    ה.

  (1)1
4

— > k  (2)        .1
4

— < k <1 —.

.    נתו� שהאסימפטוטהc3 + f(x) • c = g(x) 0    ,> c  היא פונ��יה המ�יימת    g(x)ו.

.c.    מ�א את  y  היא    g(x) = 6האופ�ית של  
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= f(x)שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    45)
(x—a)2

x2—4
4    הוא  x    בנ�ודה    1 = 

9
.

.aמ�א את שני הערכי� האפשריי�  ל�א.
  את נ�ודות ה�י�ו� ואת האסימפטוטות המ�בילותaמ�א עבור כל אחד מערכי  ב.

ל�ירי�.

  את גר� הפונ��יה.aשרטט עבור כל אחד מערכי  ג.

  הגדול מבי� השניי� שמ�את בסעי� א�.  נתו� שגר� הפונ��יהaסעי� זה מתייחס  ל�ד.

f(x) + b = g(x) = 1    משי� לישר    yבדיו� בנ�ודה אחת.  מ�א את שני הערכי�    

.bהאפשריי� של  

= f(x)לפונ��יה    46) x3—7x
x2+a

 = 1�.x    יש נ�ודת �י�ו�    ב

  ואת נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.aמ�א את  א.

    ע� גר� הפונ��יה?  נמ�.yכמה נ�ודות חיתו� יש לישר    1 = ב.

.xמ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� �יר  ה�ג.
שרטט את גר� הפונ��יה.ד.

  של שתי נ�ודות שעל גר�x  ה� שני מספרי� חיוביי� וה� שיעורי  ה�x2  ו�x1ה.

.    מ�א באיזה תחו�f(x2) > f(x1) 0    ,< f(x2) • f(x1).    נתו�:    f(x)הפונ��יה  

.x2  ובאיזה תחו� נמ�א  x1נמ�א  

.    היעזר בסעי� א� ומ�א את נ�ודותx)—f( = g(x)  היא הפונ��יה שמ�יימת    g(x)ו.

.g(x)ה�י�ו� של  

 ח�ירת פונ��יות ר�יונאליות—הבעה בעזרת פרמטרי� 

ח�ור את הפונ��יות הבאות עפ"י הסעיפי� שרשומי� בתחתית עמ�  85.

:aהיעזר במידת ה�ור� בפרמטר  

axנתונה הפונ��יה    51)
x2—x+1

f(x) = 0    ,> a�  במידת ה�ור� וענה עלa.    היעזר  ב

הסעיפי� הבאי�:

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ד.

(המש� התרגיל בעמ� הבא)מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ה.

x
x2+a2

(47a > 0        ,y = 
(x—a)2

x (48a > 0        ,y = 

1—x2

(x—a)2
(49a > 1        ,y = 

(x—a)2

x2—1
(50a > 1        ,y = 
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שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

:a >0 ענה על הסעיפי� הבאי� עבור    ז.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� ו�בע את סוג�.(1)

מ�א את תחומי העלייה והירידה.(2)

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.(3)

3x2נתונה הפונ��יה    52)

(x—a)2
f(x) = 0    ,> aהיעזר  ב�    .aוענה על הסעיפי� �  במידת ה�ור

הבאי�:

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ד.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ה.

.xהמ�בילה ל�יר  ה� מ�א את שיעורי נ�ודת החיתו� של הפונ��יה ע� האסימפטוטהו.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ז.


(x)מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של הפונ��יה  ח.f.

,  את הגר� של הפונ��יהf(x)שרטט ב�ורה כללית, בהסתמ� על הגר� של הפונ��יה  ט.

(x)
f  א� ידוע שלפונ��יה  f(x).יש בדיו� נ�ודת פיתול אחת  


(x)מ�א את התחו� שבו הפונ��יה  י.f  )  חיובית וג� הפונ��יהx("f.חיובית  

= f(x)נתונה הפונ��יה    53) x2+3ax
x—a

 0    ,> aהיעזר  ב�    .a:ומ�א �  במידת ה�ור

נ�ודות חיתו� ע� ה�ירי�.ב.תחו� הגדרה.א.

נ�ודות �י�ו�.ד..xהמאונכת ל�יר  ה� אסימפטוטהג.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.תחומי עלייה וירידה.ה.

    חות� את הפונ��יה:k = y  הישר    kמ�א לאילו ערכי  ז.

(1)  בנ�ודה אחת.    (2)  בא� נ�ודה.    (3)  בשתי נ�ודות.


f(x) = (x)  מ�יימת:    g(x)הפונ��יה  ח.g    בתחו�    a < xענה על הסעיפי�    .

הבאי�:

  ו�בע את סוג�.g(x)  של נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה  x(1)  מ�א את שיעורי  ה�

.g(x)(2)  מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה  

= f(x)    הפונ��יה נתונה54) x2—ax
x2—ax—2a2

  ,  0 > aהיעזר  ב�    .aוענה על �  במידת ה�ור

הסעיפי� הבאי�:

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ג.

(המש� התרגיל בעמ� הבא)מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ד.
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מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

,  את הגר� של הפונ��יהf(x)שרטט ב�ורה כללית, בהסתמ� על הגר� של הפונ��יה  ז.

(x)
f  א� ידוע שלפונ��יה  f(x).אי� נ�ודות פיתול  

שרטט ב�ורה כללית, בהסתמ� על תשובותי� לסעיפי� א��ו�, את הגר� של הפונ��יהח.

f(x)    0   עבור< a.

= f(x)נתונה הפונ��יה    55) x
(x2—a2)2

 0    ,> aהיעזר  ב�    .aוענה על �  במידת ה�ור

הסעיפי� הבאי�:

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ג.

הראה שלפונ��יה אי� נ�ודות �י�ו�.ד.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.


(x)  שלילית וג� הפונ��יה  f(x)מ�א את התחו� שבו הפונ��יה  ז.f.שלילית  


(x)מ�א את נ�ודת החיתו� של הפונ��יה  ח.fע� �יר  ה�  y.

,  את הגר� של הפונ��יהf(x)שרטט ב�ורה כללית, בהסתמ� על הגר� של הפונ��יה  ט.

(x)
f  א� ידוע שלפונ��יה  f(x).יש נ�ודת פיתול אחת בלבד  


(x)מ�א את התחו� שבו הפונ��יה  י.f  )  חיובית וג� הפונ��יהx("f.חיובית  

ax2+4נתונה הפונ��יה    56)

bx2+1
 = f(x) 0    ,> a    ,a > b.4

  במידת ה�ור� וענה על הסעיפי� הבאי�:b  ו�aהיעזר  ב�א.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.(1)

מ�א את האסימפטוטה האופ�ית של הפונ��יה.(2)

מ�א את נ�ודת ה�י�ו� של הפונ��יה.(3)

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.(4)

,  את הגר� של:f(x)שרטט ב�ורה כללית, בהסתמ� על הגר� של הפונ��יה  ב.


(x)הפונ��יה  (1)f.א� ידוע שיש לה בדיו� שתי נ�ודות �י�ו�  

 a    ,a < b 4<.0 <  עבור    f(x) 0הפונ��יה  (2)

a    ,a > b.(4 <  (כאשר    f(x) 0    הוא אסימפטוטה של הפונ��יה  yנתו� שהישר    2 = ג.

135  ע� הכיוו�º    יו�ר זוית של  xכמו כ�, המשי� לגר� הפונ��יה בנ�ודה    1 = 

.xהחיובי של �יר  ה�
.b  ו�aמ�א את  (1)
מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.(2)

.yהוכח שגר� הפונ��יה נמ�א כולו מעל האסימפטוטה    2 = (3)



92 ה�ילו� מספר זה הוא עבירה על החו�★) ב
	2 חל� — יח"ל 5 (מתמטי�ה בני גור� — כל הזכויות שמורות ©

 פונ��יות ר�יונאליות):—(ח�ירת פונ��יה תשובות  

1 (.   ב.  x  א.  כל  1)
1 (  מ�סימו�,  )3 , 21

2— , 1—(

x > —,  יורדת:  x <1 —1 >מינימו�.   ג.  עולה:  3 

.1y =  .   ה.  )—3 , 0 (,  )0 , 0 (.   ד.  x <או  3 

.— x <3 >,  שלילית:  x 0 <  או  x 0 > —ו.  חיובית:  3

י.                 .)3 , 0 (,  )—1 , 0 (.   ט.  y 0.   ח.  x < = 0 >ז.  3 

  מינימו�,)2 , 3(.   ב.   x  א.  1 2)

x <  מ�סימו�.   ג.  עולה:  2 )0 , —1(

.x < 1  ,0  x >,  יורדת:  x 2 >או 0 

,k.   ו.  x = 3  (1).   ה.  1 = )0 , —1(ד.  

1— = k1  (2)   .— < k 3  או  > k.

 3  (3)< k <1 — = 1  .ז.  4.   ח   .x = 1  ,y.

  מינימו�.)0 , 1(  מינימו�,  )2 , 3(.   יב.  x <.   יא.  x 2 >,  שלילית:  x 1 <י.  חיובית:  1 

  מינימו�.   ג.  עולה:)1 , —1(.   ב.   x  א.  0 3)

 0< x 1  או  ,> x 1  :יורדת  ,< x <.0 

2 , 0(,  )2 , 0(ד.  
.x = 3  ,y.   ה.  0 = )3

x < 2 >ו.  2 
x < 2 >.   ז.  1 3

,x.   ח.  0 = 3

 = 0y  (1)  .2.   יא
3 = x = 2  ,מ�סימו�  x

2מינימו�.   (2)  עולה:  
3 < x < 2  0  או > x,

x < 2 >יורדת:  2 
3.

  מינימו�.)—1 , 1(.   ב.   x3  ,—  x  א.  1 4)

x > —,  יורדת:  x3 <  או  x <1 — 1 >ג.  עולה:  1 

1(.   ד.  — x <3 > —או  1
3

,x3  ,— = x.   ה.  1 = )0 , 1

 = 0y  .מ�סימו�.   ז.  1 = )—1 , —1(.   ו  x3  ,— = x,

 = 0y 1  :ט.  (2)  יורדת   .> x = 3  (3)   .x.     .ח 

1(  מ�סימו�,  )2 , —4(.   ב.   x 3  , x  א.  0 5)
3

1— , 6(

,x < 0  או  x < 6 >  או  x 2 >מינימו�.   ג.  עולה:  0 

.) —12 , 0(,  )12 , 0( 3.   ד.  > x > 2  או  x < 6 >יורדת:  3 

,x = 3  ,x.   ז.  0 = )4 , —1(.   ו.  x = 3  ,x1  ,— = yה.  0 = 

 = 0y 3  .ט   .< x <  .16(,  )2 , 16(,  ) —12 , 0(,  )12 , 0( 2.   י
9 , 6(.

x  ,12— = x  ;)1 = 12יא.  
3(  מינימו�,  )2 , —4

ח.   מ�סימו�.        )6 , —4

y

x

f 
(x) =† —3x2+6x+9

(x2+3)2

y

x

x—ˇf(x)̌  =† 1
1—x y

x

f 
(x) =† x2—2x
(1—x)2

y

x

f 
(x) =† 8x2—8x
x4

יב.ט.

יא.  (3)   ט.                                   

y

x

f 
(x) =† 3x2—24x+36

(x2—3x)2

y

x

f 
(x) =† 8x+8

(x2+2x—3)2

y

x

g(x)
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  מינימו�,)—1 , —2(.   ב.   x  א.  כל 6)

,—x <1 >   מ�סימו�.   ג.  עולה:  1 )1 , 2(

.)0 , 0(.   ד.  > x —  או  x >1יורדת:  1 

.yה.  0 = 

1(.   ב.   x  א.  כל 7)
  מינימו�,)2 , —2

)1
> x —  מ�סימו�.   ג.  עולה:  2) —2 , 2

.—x <2 > ,  יורדת:  x > 2או  2 

.y.   ה.  0 = )0 , 0(ד.  

. x  א.  כל 8)

  מינימו�.   ג.  עולה:)0 , 0(ב.  

 0x > 0  :יורדת  ,x <.

.y.   ה.  3 = )0 , 0(ד.  

1(.   ב.   x  א.  כל 9)
  מ�סימו�.)0 , 21

.< x,  יורדת:  x < 0ג.  עולה:  0 

1(ד.  
21 , 0(  ,)0 , 3(  ,)0 , 3— (.

.y = —ה.  1

1(.   ב.   x  א.  כל 11)
  מינימו�,)1 , 3

> x —  מ�סימו�.   ג.  עולה:  1)—1 , 3(

.—x <1 > ,  יורדת:  x > 1או  1 

.y.   ה.  1 = )0 , 1(ד.  

  מינימו�,)1 , 2(.   ב.  x   א.  0 12)

> x —  מ�סימו�.   ג.  עולה:  1)—1 , —2(

0,  או> x > ,  יורדת:  x > 1או  1 

 0 < x <1— = 0  .ד.  אי�.   ה   .x.

  מינימו�,)0 , 0(.   ב.  x   א.  1 13)

x <1 >   מ�סימו�.   ג.  עולה:  2 ) 2 , —4(

.< x  או  0x < 2,  יורדת:  x < 0 > או  1 

.x.   ה.  1 = )0 , 0(ד.  

x

y y =
4x

x2+1

x

y y =
—2x
x2+4

x

y y =
3x2

x2+3

x

y y =
3—x2

x2+2

x

y y =
x2—x+1

x2+x+1

x

y y = x2+1
x

x

y y = x2

1—x
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  מינימו�,)0 , 0(.   ב.  x  —  א.  142)

< x  מ�סימו�.   ג.  עולה:  0 )—4 , —8(

  או—x <2 > ,  יורדת:  x < 0 —4או  

2—  < x <4—  .ה.  2)0 , 0(.   ד   .— = x.

1(.   ב.  x   א.  0 15)
  מ�סימו�.) , 42

> 0x,  יורדת:  x < 0 > ג.  עולה:  2 

,x.   ה.  0 = )1 , 0(.   ד.  < xאו  2 

 = 0y.

1(.   ב.  x   א.  1 16)
  מינימו�.)—1 , —4

> x —,  יורדת:  x <1—1 > ג.  עולה:  1 

,x.   ה.  1 = )0 , 0(.   ד.  < xאו  1 

 = 0y.

  מינימו�.)4 , —1(.   ב.  x   א.  2 17)

,  יורדת:< x  או  x < 4ג.  עולה:  2 

 4 < x <  .3 , 0(,  )0 , 3(2.   ד(.

.x = 0  ,yה.  2 = 

1 , —4(.   ב.  x  2  ,x   א.  0 18)
  מ�סימו�,)2

1  מינימו�.   ג.  עולה:  )—1 , —1(
2  < x <0  או

 0 < x <1—1  :יורדת  ,— x < 2  או   < x <1
  או2

 2x >  .1 , 0(.   ד
.x = 2  ,x = 0  ,y.   ה.  0 = ) —4

  מ�סימו�,)—1 , 1(.   ב.  x  1  ,x   א.  0 19)

)9 , 1
x <1 >   או  x < 1 —  מינימו�.   ג.  עולה:  1)3

3

1,  יורדת:  < xאו  1 
3  < x < 0  0  או < x <1—.

1 , 0(ד.  
.x = 1  ,x = 0  ,y.   ה.  0 = ) —3

  מ�סימו�,)1 , —1(.   ב.  x 3  ,— x   א.  3 20)

)1
—x <3 >   או  x > 1  מינימו�.   ג.  עולה:  9 )9 , —9

x <.1 > 3  או  x < 3 > ,  יורדת:  x 9 > —או  3

10(ד.  
.x3  ,— = x = 0  ,y.   ה.  3 = )5 , 0(,  )0 , —9
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x

y y =
x—1

x2

x

y y =
x2

x+2

x

y y =
x

(x—1)2

x

y y =
12—4x
(x—2)2

x

y y =
4x+1

x2—2x

x

y y =
1+3x
x—x2

x

y y =
10—2x
x2—9
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1(.   ב.  x  8  ,x   א.  2 21)
  מינימו�,)4 , 2

)1
  או> x —4  מ�סימו�.   ג.  עולה:  ) —4 , 18

 8 < x < 8  4  אוx > 4  :יורדת  ,< x <2  או 

 2 < x <4—  .ה.  2 = )0 , 0(.   ד   .x = 8  ,x = 0  ,y.

1  א.  22)
3  x 3  , x  .9(.   ב

1(  מינימו�,  )�—1 , 16
4 , 1(

x <1 > מ�סימו�.   ג.  עולה:  1 
1  או  3

3  < x <1—,

2(.   ד.  x <1  או  x < 1 >   או  x < 3 —יורדת:  1
3 , 0(,

)0 , 1
1.   ה.  )2 , 0(,  )2

3 = x = 3  ,x  ,2
3 = y.

.   ב.  אי�.x 2  ,— x   א.  3 23)

—x <2 >   או  x < 3 —ג.  יורדת:  2

,x.   ה.  3 = )0 , 0(.   ד.  x <או  3 

2— = x = 0  ,y.

.   ב.  אי�.x 2  ,— x   א.  2 24)

—x <2 >   או  x 2 <ג.  יורדת:  2 

1(.   ד.  > x —או  2
2 , 0(.

.x = 0  ,y = —ה.  2

.   ב.  אי�.x 1  ,— x   א.  1 25)

—x <1 >   או  x 1 <ג.  עולה:  1 

.)—3 , 0(,  )0 , —3(.   ד.  > x —או  1

.x1  ,— = yה.  1 = 

  מ�סימו�,)0 , 0(.   ב.  x 3  ,— x   א.  3 26)

  או—x <3 >   מינימו�.   ג.  עולה:  0 )—6 , —12(

3—  < x <6—6  :יורדת  ,—   x < 3  או < x <0

.x = —.   ה.  3)0 , 0(.   ד.  < xאו  3 

  מינימו�,)0 , —1(.   ב.   x  א.  כל 27)

)2
x <,0 >   מ�סימו�.   ג.  עולה:  4 )4 , 71

,)0 , —1(.   ד.  < x  או  x 4 > יורדת:  0

.y.   ה.  1 = )—2 , 0(,  )1 , 0(

x

y y =
x

x2—x—6

x

y y =
—x

x2—10x+16

x

y 2x2—5x+2

3x2—10x+3
y =

x

y y =
x—2

x2—4

x

y y =
x2+4x+3

1—x2

x

y y =
x2+x—2

x2—x+2

x

y y =
x3—3x2

9—x2
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  מינימו�.)0 , 0(.   ב.  x   א.  1 28)

> x 0,  יורדת: x < 0 >ג.  עולה:  1 

,x.   ה.  1 = ) 0 , 0(.   ד.  < xאו  1 

 = 2y.

) —8 , —0.09(.   ב.  x  4  ,x   א.  2 30)

  מ�סימו�.   ג.  עולה:)8 , —2.91(מינימו�,  

8 < x < 2  2  או < x < 8—:יורדת  ,

8— x < 4  או  < x < 8 4  או  x >.

.x = 4  ,x = 0  ,y.   ה.  2 = )0 , 0(ד.  

  מינימו�,)1 , 2(.   ב.  x  2  ,x  —  א.  311)

 )10
 2  או> x >  מ�סימו�.   ג.  עולה:  5 )5 , 9

 2< x <1 , 5  :יורדת  x > 1  או  < x <1 —

1(.   ד.  > x —או  1
22 , 0(  ,)0 , 5(  ,)0 , 5— (.

.x = 2  ,x = 1  ,y = —ה.  1

.x   א.  1.5 32)

ב.  אי�.

.> x,  יורדת:  x > 1.5ג.  עולה:  1.5 

8(ד.  
9— , 0(,)  0 , 4(,)  0 , 1—(.

x  ,1ה.  1.5 = 
2 = y.

1(.   ב.  x  6  ,x  —  א.  332)
4 , 2(

  או— x <2 >מ�סימו�.   ג.  עולה:  2 

2— x < 6  :יורדת  ,< x < 6  2  או x >.

,x = 6  ,x = —.   ה.  2)4 , 0(,  )0 , 0(ד.  

 = 1y.

.x 1  ,— x   א.  1 34)

> x —ב.  אי�.   ג.  יורדת:  1

.< x  או  x <1 — 1 >או  1 

.)—2 , 0  (,)0 , —2(ד.  

.x = 1  ,yה.  1 = 

x

y y =
2x2

(x—1)2

x

y y =
x

x2—6x+8

x

y y =
x2—5

x2—x—2

x

y y =
2x2—6x—8

(2x—3)2

x

y y =
x2—4x

x2—4x—12

x

y y =
x2+3x+2

x2—1
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.x 2  ,— x   א.  3 35)

> x —ב.  אי�.   ג.  עולה:  2

.< x  או  x <2 — 3 >או  3 

.x2  ,— = yד.  3 = 

1(.   ב.  x   א.  2 36)
213— , 3(

 x <2 >מ�סימו�.   ג.  עולה:  3 

.x <,  יורדת:  x < 3או  2 

.x.   ה.  2 = )0 , 0(ד.  

  מינימו�,)2 , 0(.   ב.  x   א.  1 37)

)1
> x  מ�סימו�.   ג.  עולה:  1 )3 , 16

 x <1 > 2,  יורדת:  x < 2 >או  3 

.)2 , 0(,  )0 , 4(.   ד.  < xאו  3 

.x = 0  ,yה.  1 = 

  מינימו�,)3 , 4.5(.   ב.   x  3  א.  38)

> x —  מ�סימו�.   ג.  עולה:  3) —3 , —54.(

  או— x <3 > —3,  יורדת:  < xאו  3 

3 < x < 3— 3  או  < x < 3  .0 , 0(.   ד(.

.x  ,3— = x = 3ה.  

.x   א.  9.   ב.  3 39)

  מינימו�.)—3 , —1(ג.  

.   ו.  חיובית:x = 0  ,yד.  3 = 

 0x > 0  :שלילית  ,x <.

.x = 0  ,yז.  3 = 

.x  2  ,x  —;  1—  א.  402)

— x <1 >  או  x 2 > —ג.  עולה:  1

.x = 2  ,x = 0  ,y = —.   ד.  x >1או  2 

 x <,0 >  או  x < 2 —ו.  חיובית:  1

.< x  או  x <1 — 2 >שלילית:  0 

x

y 2x2+3x—2

—x2+x+6
y =

x

y y =
x3

4—2x

x

y
(x—2)2

(x—1)4
y =

y =
x3

x2—3
y

x

x

y
—12(x2—9)

(x—3)4
f 
(x) =†

x

y f(x) = 12x
x2—6x+9

ח. ה.                                                                                              

x

y ˇf(x)̌  =† —x
x2—x—2

x

y f(x) = —x
x2—x—2

ח. ה.                                                                                              
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;a = 5  ,b = —  א.  413)

1— x  4  ,x הפתרו�)  .

 = 3a1  ,— = b.(לא ייתכ�  

  מ�סימו�,)1 , —1(ב.  

  מינימו�;)—11 , —0.04(

— x <11 > —עולה:  1

.x = 4  ,x = 0  ,y = —.   ג.  x >1 1  או  x < 4 >  או  x < 4 —,  יורדת:  x <1 —11 >או  1 

5(ד.  
  או> x —,  שלילית:  x >5  או  x <5 — 4 > —.   ו.  חיובית:  1)—5 , 0(,  )0 , —4

 4< x <1 —1  .ח   .— < x <11 —.

)8 , 18(  מ�סימו�,  )0 , 2(  א.  2.   ב.  42)

.x.   ד.  4 = )—4 , 0(,  )2 , 0(,  )0 , 2(מינימו�.   ג.  

.k <  או  k < 18ו.  (1)  2,  18.   (2)  2 

 18  (3)< k < = 2  (1)  .2.   ז x,מ�סימו�  

4— = x 2  :מינימו�.   (2)  עולה  < x <4 —,

.x <12  (4)   .2 — = x >  או  x 4 > —יורדת:  4

.—  א.  432)

.x 2  ,— x ב.  2 

. x= 1  ,y = —ג.  2

.  חיתו� ע�  x  .   ב.  תחו� הגדרה:  a = 4  ,b2  א.  1 = 44)

1(ה�ירי�:  
1(.   נ�ודות �י�ו�:  )—1 , 0(,  )1 , 0(,  )0 , —4

4— , 0(

  או— x <2 >,  יורדת:  x > 2 0  או  x < 2 >מינימו�.  עולה:  2 

2— x < = 2  :אסימפטוטות אנכיות  .x2  ,— = x:ד.  חיובית   .

1— < x <2 — 2  או  < x <2  :1,  שלילית — x < 1  או  < x <1 —

.c.   ה.  (1)  שתיי�.   (2)  א� נ�ודה.   ו.  x > = 3או  2 

:a.   ב.  a = 2  או  a = 3  א.  2 = 45)

:x = 1  ,y = 3  .a = —אי� �י�ו�;  2

1(  מינימו�,  )3 , 0(
41— , 1

  מ�סימו�;)31

 = 2x2  ,— = x = 1  ,y  1.   ד.  1  או
4.2
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y f 
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x

y f(x) =
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x2—4
y

x

f(x) =
(x—2)2

x2—4

f 
(x) =† 2x2—8x+8

(x2—4)2

x
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x

y f(x) = x2—2x
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x

y f(x) = x2—1

4—x2

ג.                                                                            
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)—1 , 2(  מינימו�,  )2 —, 1(;  a  א.  2 = 46)

,)0 , 0(,  )7 , 0(מ�סימו�.   ב.  שלוש.   ג.  

 x1 >  ,7 < x2 <.0 7.   ה.  ) —7 , 0(

  מינימו�.)—1 , —2(  מ�סימו�,  )1 , 2(ו.  

1(.   ב.  x  א.  כל  47)
2a , a (,מ�סימו�  

)1
2a— , a—(  :מינימו�.   ג.  עולה  a < x <  a—,

.)0 , 0(.   ד.  < a x  או  a— < xיורדת:  

.yה.  0 = 

  מינימו�,a) , 0(.   ב.  x   א.  0 48)

) a4— , a— (  :מ�סימו�.   ג.  עולה  a—   x <

.—x < a > 0  או  a < x < 0,  יורדת:  < a xאו  

.x.   ה.  a = 0) , 0(ד.  

1(.   ב.  a x   א.  49)

a2—1
 , 1

a(.מ�סימו�  

1ג.  עולה:  
a x <  או  a x >:יורדת  ,

1
a < x < a  .1(,  )—1 , 0(,  )1 , 0(.   ד

a2 , 0(.
.a = x1  ,— = yה.  

  מינימו�,a) , 0(.   ב.    x    א.  501)

a2)—1 , 1
a(  :מ�סימו�.   ג.  עולה  a x >

1או  
a < x <1 —1  או  — x <  :יורדת  .a < x <1 

x < 1 >או  1 
a  .0(.   ד , (a  ,a2)— , 0( = 1  .ה   .x,

1— = x = 1  ,y.

.x  א.  כל  51)

  מ�סימו�,)a) , 1ב.  

)a
  מינימו�.)—1 , —3

,— x <1 >ג.  עולה:  1 

  אוx > —יורדת:  1

 1> x = 0  .ד   .y  .0 , 0(.   ה(  (1)  .ז   .a) , 1(  ,מינימו�  )a
  מ�סימו�.   (2)  עולה:)—1 , —3

1— < x 1  או  > x 1  :יורדת  ,< x <1 —.

x

y y =
x

x2+a2

x

y y =
(x—a)2

x

x

y y =
1—x2

(x—a)2

x

y x3—7x
x2+2

f(x) =

x

y y =
(x—a)2

x2—1

y

x

ax
x2—x+1

f(x) = ,a < 0 y

x

ax
x2—x+1

f(x) = ,a > 0

   ז.  (3)        ו.                                          ג                                      
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  מינימו�.)0 , 0(.   ב.  a  x  א.  52)

x > 0 0,  יורדת:  > a < xג.  עולה:  

,a = x.   ה.  )0 , 0(.   ד.  a > xאו  

 = 3y  .3(.   ו , a
.a = x = 0  ,y.   ח.  )2

 a < x <.0י.  

.a = x.   ג.  )—a3 , 0(,  )0 , 0(.   ב.  a  x  א.  53)

  מ�סימו�.   ה.  עולה:)—a , (a  מינימו�,  )a)9 , a3ד.  

a— < x  או  a 3> x  :יורדת  ,a < x < a—  או  a 3< x < a.

  אוa = k  ,a = 9k  (2)   .a 9< k < a  (3)   .a < kז.  (1)  

a 9> k = 0  (1)  .ח   .x  ,מ�סימו�  a3— = x.מינימו�  

 a < x <.0  או  a3— < x,  יורדת:  —x < a3 >(2)  עולה:  0 

1 (.   ד.  a— = x  ,a = 2x = 1  ,y.   ג.  a) , 0(,  )0 , 0(.   ב.  a—  x  ,a 2 x  א.  54)
9 , a

   מ�סימו�.)2

a  או  a— < xה.  עולה:  
2 < x < a—  :יורדת  ,a 2< x < a

.a 2> x  או  2

ח.     ז.                                            ו.                                                

.a  x  ,a—  x  א.  55)

,a = x.   ג.  )0 , 0(ב.  

a— = x = 0  ,y:ה.  עולה   .

a < x < a—  :יורדת  ,a— < x

.a— < x.   ז.  a > xאו  

1(ח.  
a4 , 0(  .י   .a < x <              .0                                             .ט. ו  

x  (2)   .a  א.  (1)  כל  56)
b

 = y  (3)   .)4 , 0( = 2  (1)  .מ�סימו�.   ג  a = 1  ,b:(2)  עולה   .

 0< x 0  :יורדת  ,> x.

ב.  (2)       א.  (4)                               ב.  (1)                             

y

x

—6ax(x—a)

(x—a)4
f 
(x) =† y

x

3x2

(x—a)2
f(x) =

y

x

x2+3ax
x—af(x) =

y

x

f(x) = x2—ax
x2—ax—2a2

 0< a

x

f 
(x) =†
—2a2(2x—a)

(x2—ax—2a2)2y y

x

f(x) = x2—ax
x2—ax—2a2

 0> a

y

x

(2a—8b)x

(bx2+1)2
f 
(x) =† y

x

ax2+4

bx2+1
f(x) =

ט.                 ז.         

y

x

f 
(x) =†
(x2—a2) (3x2+a2)

(x2—a2)4
— y

x

x2

(x2—a2)2
f(x) =

y

x

ax2+4

bx2+1
f(x) =

,
0 < 4b < a  , a < b 4<,0 
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 פונ��יות ר�יונאליות—נ�ודות �י�ו� מוחלטות 

Æ˙ÈÏ‡ÂÈˆ¯ ‰Èˆ˜ÂÙ Ï˘ ËÏÁÂÓ‰ ÌÂÓÈÒ˜Ó‰Â ËÏÁÂÓ‰ ÌÂÓÈÈÓ‰ ˙‡ÈˆÓÏ ‡Ó‚Â„ ‡È·

∫‡Ó‚Â„
    ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ÌÈËÏÁÂÓ‰ ÌÂÓÈÒ˜Ó‰Â ÌÂÓÈÈÓ‰ ˙‡ ‡ˆÓ≤x2

x2´≥
 Ω f(x)ÌÂÁ˙·    

 ≥ x ≥ —Æ

∫ÔÂ¯˙Ù

    ∫Ï·˜ ¨ÒÙ‡Ï ‰ÂÂ˘Â ¯ÂÊ‚
¥x(x2´≥)—≤x2

 • ≤x

(x2´≥)
2

Ω
±≤x

(x2´≥)
2

Ω†∞ Ω (x)
fÔÎÏÂ    

 Ω ∞x Ω ∞    ¯Â·Ú ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Í¯Ú    Æx Ω ∞    ‡Â‰    )∞f(‡Â‰ ˙ÂÂˆ˜· ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Í¯Ú    Æ
±
≤ Ω ±)≥f( Ω )≥—f(  ‡Â‰ ËÏÁÂÓ‰ ÌÂÓÈÒ˜Ó‰Â  ∞  ‡Â‰ ËÏÁÂÓ‰ ÌÂÓÈÈÓ‰ ÔÎÏ    ¨±

≤Æ±

∫˙Â¯Ú‰
®‡    ∫Ô‰ Ï¢‰ ÚË˜· ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Ï˘ ˙ÂËÏÁÂÓ‰ ÔÂˆÈ˜‰ ˙Â„Â˜)∞ ¨ ∞(¨ËÏÁÂÓ ÌÂÓÈÈÓ  

)±
≤± ¨ ≥(    ¨ËÏÁÂÓ ÌÂÓÈÒ˜Ó  )±

≤± ¨ ≥——(ÆËÏÁÂÓ ÌÂÓÈÒ˜Ó  

®·  ÏÎÏ ˙¯„‚ÂÓ ‰Èˆ˜ÂÙ‰x ˙‡ ‰˘ÚÓÏ ÂÁÎÂ‰ ÔÎÏÂ  ÔÂÈÂÂ˘‰ È‡ ≥    ÏÎÏ    ∫‡·‰  x ≥ —

    ÌÈÈ˜˙Ó±
≤ ± ≤x2

x2´≥
 Æ®±∏μ  ßÓÚ Ì‚ ‰‡¯©    Æ∞ 

תרגילי�
 פונ��יות ר�יונאליות)—(נ�ודות �י�ו� מוחלטות 

מ�א את נ�ודות המינימו� המוחלט והמ�סימו� המוחלט של הפונ��יות הבאות בתחו� הרשו�

ליד�:

נתונה הפונ��יה    3)
1—x

(x—3)2
 = y    2 , 1[    ב�טע הסגור——[.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� המוחלטות של הפונ��יה ב�טע הנ"ל.א.

הא� יש לפונ��יה ב�טע הנ"ל מינימו� מ�ומי שאיננו מוחלט?  נמ�.ב.

הא� יש לפונ��יה ב�טע הנ"ל מ�סימו� מ�ומי שאיננו מוחלט?  נמ�.ג.

= y.מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה    א.4)
x

x2+1

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� המוחלטות של הפונ��יה.ב.

1הוכח ע"ס סעיפי� א� ו�ב� את אי השוויו�    ג.
2

  x
x2+1

  1
2

.x    לכל  —

(2—1  x  4        ,y =
x2—5x+2

x+2 ●
(12  x  5        ,y =

(x—4)2

x—1
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x2+9נתונה הפונ��יה    5)
x = y    1 , 6[    ב�טע הסגור[.

 x2+9 1    מת�יי� אי השיוויו�     x  10הוכח:    לכל    6 א.
x .6 

הא� יש לפונ��יה ב�טע הנ"ל נ�ודת מ�סימו� מ�ומי שאיננה נ�ודת מ�סימו�ב.

מוחלט?  נמ�.

1לפונ��יה    6)
x — a

x—8
y =    4    יש ער� �י�ו� בנ�ודה— = x.

.aמ�א את  א.
 1    את המינימו� של הפונ��יה. x מ�א בתחו�    4 ב.

    הפונ��יה היא אי שלילית.—  x 10 —הוכח שבתחו�    1ג.

 פונ��יות ר�יונאליות):—(נ�ודות �י�ו� מוחלטות תשובות  

  מינימו� מוחלט,)1 , 0(  א.  3)  מ�סימו� מוחלט.    )2 , 4(  מינימו� מוחלט,  )4 , 0(  1)

)1
3(  מ�סימו� מוחלט.   ב.  כ�,  )�—1 , 8

1(.   ב.  x  א.  כל  4).   ג.  לא.    )�—2 , 25
2 — , 1—(

1(מינימו� מוחלט,  
1(  כ�,  5)  מ�סימו� מוחלט.    )1 , 2

2 7, 6(    .(6 = 9  a  .2..   ב

 ח�ירת פונ��יות ר�יונאליות—תרגילי� לחזרה 

ÆÌÈ‚ÂÒ‰ ÏÎÓ ˙ÂÈÏ‡ÂÈˆ¯ ˙ÂÈˆ˜ÂÙ ˙¯È˜Á· ‰¯ÊÁÏ ÌÈÏÈ‚¯˙ ÏÏÂÎ ‰Ê ÛÈÚÒ

תרגילי�
 ח�ירת פונ��יות ר�יונאליות)—(תרגילי� לחזרה 

 ללא פרמטרי� (חזרה)—ח�ירת פונ��יות ר�יונאליות 

נתונה הפונ��יה    1)
x2+5

x2+x+3
f(x) =.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ג.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ד.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי� (א� יש כאלה).ה.

.xהמ�בילה ל�יר  ה�האסימפטוטה  של הפונ��יה ע� נ�ודת החיתו�מ�א את שיעורי ו.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ז.

.    ידוע שהמ�סימו�bf(x) = g(x) 0    ,> b     —————     3  המ�יימת    g(x)נתונה פונ��יה  ח.

  הוא  g(x).5המוחלט של  

.g(x).    (2)  מ�א את המינימו� המוחלט של  b(1)  מ�א את  

102
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6x—נתונה הפונ��יה    2)
x2—6x+9

f(x) =.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ד.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

.m = f(x)  אי� פתרו� למשוואה    m(1)  מ�א לאילו ערכי  ז.

1    א�    m = f(x)(2)  כמה פתרונות יש למשוואה    
2

 < m < 1
4

 ?

(3f(x) שלה היא הפונ��יה    שהנגזרת  היא פונ��יה x2—2x—3

(x—1)2f 
(x) =.


(x)מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה  א.f.


(x)מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה  ב.f.


(x)מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה  ג.f.


(x)מ�א את נ�ודות החיתו� ע� ה�ירי� של הפונ��יה  ד.f.


(x)מ�א את האסימפטוטות המ�בילות ל�ירי� של הפונ��יה  ה.f.


(x)שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה  ו.f.


(x)  הוא כמו תחו� ההגדרה של  f(x)ידוע שתחו� ההגדרה של  ז.f.

  ו�בע את סוג�.f(x)  של נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה  x(1)  מ�א את שיעורי  ה�

.f(x)(2)  מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה  

1נתונה הפונ��יה    4)

x2
.f(x) = x2

 +

מ�א את תחו� ההגדרה.א.

מ�א את נ�ודות החיתו� ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו�.ג.

מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי�.ד.

מ�א את תחומי העלייה והירידה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

 1 הח�ירה את אי השוויו�:    2 ללאהוכח ע"ס הח�ירה וז.

x2
x2

. x    לכל    0 + 

  בדיו� בשתי נ�ודות.x    משי� ל�יר  ה�f(x) + a = g(x)נתו� שגר� הפונ��יה    ח.

.aמ�א את  

2x2+xנתונה הפונ��יה    5)
x2—3x—4

y =.

(המש� התרגיל בעמ� הבא)מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.
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מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ג.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ד.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

מ�א את התחו� בו הפונ��יה שלילית וג� הנגזרת שלה שלילית.ז.

נתונה הפונ��יה    6)
2x

x2+x—6
y =.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ב.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ג.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ד.

מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי� של הפונ��יה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

 משי� לפונ��יה?  נמ�.אי שליליהא� ייתכ� שישר בעל שיפוע ז.

5x—x2נתונה הפונ��יה    7)

x2—6x+5
f(x) =.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי� והסבר מדוע יש ר�ב.

.yאסימפטוטה אחת המ�בילה ל�יר  ה�

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ג.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה (א� יש כאלה).ד.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

x 1מ�א את שיעורי נ�ודות החיתו� של הישר    ז.
4

— = y.ע� הפונ��יה הנ"ל    

נתונה הפונ��יה    8)
5x3+4x
x2—1

f(x) =.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

.xמ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�יר  ה�ג.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ד.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

.  נמ� את תשובת�.)a)—f.    חשב את  f(a)נתו�:    16 = ז.
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 מ�יאת פרמטרי� (חזרה)—ח�ירת פונ��יות ר�יונאליות 

לפונ��יה    9)
(x+a)2

x2+3
f(x) =1     יש נ�ודת �י�ו�    ב�

2
— = x.

.aמ�א את שני הערכי� האפשריי� של  א.

  השלילי שמ�את ענה על הסעיפי� הבאי�:aעבור  ה�ב.

(1)  מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.

(2)  מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.

(3)  מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.

.x(4)  מ�א את האסימפטוטה המ�בילה ל�יר  ה�

(5)  שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.

f(x).    מ�א על סמ� הח�ירה של  f(x)————— = g(x)  היא פונ��יה המ�יימת    g(x)ג.

g(x),  את תחומי העלייה והירידה של  g(x)(בסעי� ב�) את נ�ודות ה�י�ו� של  

.xואת האסימפטוטה המ�בילה ל�יר  ה�

שיפוע המשי� לגר� הפונ��יה    10)
a

x2—4
f(x) =3    בנ�ודה    — = x.6  הוא    

.aמ�א את  א.

מ�א:ב.

(1)  תחו� הגדרה.

(2)  נ�ודות חיתו� ע� ה�ירי�.

(3)  נ�ודות �י�ו�.

(4)  תחומי עלייה וירידה.

(5)  אסימפטוטות המאונכות ל�ירי�.

שרטט את גר� הפונ��יה.ג.


(x)  ושרטט את הגר� של  f(x)היעזר בגר� של  ד.f  א� ידוע שלפונ��יה  f(x)אי�  

נ�ודות פיתול.

ax2—6x+1נתונה הפונ��יה    11)

(x—1)2
y =שיעור  ה�    .xשל נ�ודת החיתו� של הפונ��יה ע�  

  הוא  x.1.5האסימפטוטה שלה המ�בילה ל�יר  ה�

.aמ�א את  א.

מ�א לגבי הפונ��יה את נ�ודת ה�י�ו�, את האסימפטוטות המ�בילות ל�ירי�ב.

ושרטט את הגר� שלה.

    ולגר� הפונ��יה א�:k = yמ�א כמה נ�ודות חיתו� יש לישר    ג.

 = 4  (1)k. = 1  (2)k.

 0  (3)< k. 5  (4)> k.
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ax2+4x—18לפונ��יה    12)

x2—b
f(x) = = 2    יש אסימפטוטה    y2    ואסימפטוטה    — = x.

.b  ו�aמ�א את  א.

מ�א את תחו� ההגדרה ואת נ�ודות החיתו� ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ג.

מ�א את תחומי העלייה הירידה.ד.

שרטט את גר� הפונ��יה.ה.

.x <  הוא מספר בתחו�    x2 2    ו�— x <2 >  הוא מספר בתחו�    x1 2ו.

?  נמ�. c.    באיזה תחו� נמ�א  c = f(x2) — f(x1)נתו�:    

x+a    הוא אסימפטוטה לפונ��יה    xהישר    3 = 13)
bx—x2

.f(x) =לפונ��יה נ�ודת �י�ו�    

.xב�1 = 

  ואת נ�ודת ה�י�ו�.b  ו�aמ�א את  א.

מ�א אסימפטוטות נוספות המאונכות ל�ירי� ונ�ודת �י�ו� נוספת.ב.

מ�א את נ�ודות החיתו� ע� ה�ירי� ואת תחומי העלייה הירידה.ג.

שרטט את גר� הפונ��יה.ד.

f(x)   .    מ�א עפ"י הח�ירה של2 = g(x)(f(x))  היא פונ��יה המ�יימת    g(x)ה.

  מתאפסת.g(x)את הנ�ודות בה� הנגזרת של  

4
●

x2+2x+11נתונה הפונ��יה    1) 

x2—8x+c
= f(x)ידוע שלפונ��יה יש אסימפטוטה אחת בלבד    .

.xהמאונכת ל�יר  ה�

.cמ�א את  א.

מ�א את תחו� ההגדרה.ב.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו�.ג.

מ�א את תחומי העלייה והירידה.ד.

מ�א את נ�ודות החיתו� ע� ה�ירי�.ה.

מ�א את האסימפטוטות המ�בילות ל�ירי�.ו.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ז.

 של הפונ��יה בתחו�המינימו� המוחלט והמ�סימו� המוחלטמ�א את ח.

2—  x  4—.

המ�יימת  g(x)  ט.  מ�א את האסימפטוטות המ�בילות ל�ירי� של פונ��יה

+1f(x)2 = g(x).

ax—6נתונה הפונ��יה    15)

x2—4x—b
.y =1    הישר    — = x.הוא אסימפטוטה לפונ��יה    

    לפונ��יה יש נ�ודת �י�ו�.x = —בנ�ודה שבה    7

(המש� התרגיל בעמ� הבא).b  ו�aמ�א את  א.
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  שמ�את בפונ��יה ומ�א את:b  ו�aה�ב את  ב.

(1)  תחו� ההגדרה של הפונ��יה.

(2)  האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.

(3)  נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.

(4)  נ�ודות המינימו� והמ�סימו� של הפונ��יה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ג.

ax2+bx—8נתונה הפונ��יה    16)

(x+2)2
.y =    5 (    הנ�ודה

3
    היא נ�ודת �י�ו� של)1 , —

הפונ��יה.

.b  ו�aמ�א את  א.
מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ב.

מ�א א� יש נ�ודות �י�ו� נוספות.ג.

�בע את הסוג של נ�ודות ה�י�ו�.ד.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי� וע� האסימפטוטה שלה המ�בילהה.

.xל�יר  ה�
מ�א את המינימו� המוחלט והמ�סימו� המוחלט של הפונ��יה בתחו�ו.

 2 x  1
2

—.

נתונה הפונ��יה    17)
x2—3x+a
x2—3x+2

.y =1    ישר המשי� לפונ��יה בנ�ודה    — = xחות�    

7  בנ�ודה    xאת �יר  ה�
5

 = x.
.aהוכח:    0 = א.

    ומ�א את:aה�ב בפונ��יה    0 = 

תחו� ההגדרה של הפונ��יה.ב.

נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ג.

האסימפטוטות לפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ד.

נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ה.

.xנ�ודת החיתו� של הפונ��יה ע� האסימפטוטה המ�בילה ל�יר  ה�ו.

נתונה הפונ��יה    18)
x3+a

x2
.y =1    הפונ��יה בנ�ודה �x = —    הישר המשי� לגר

.)0 , 12(  בנ�ודה    yחות� את �יר  ה�
.aמ�א את  א.
.xמ�א את תחו� ההגדרה ואת נ�ודת החיתו� ע� �יר  ה�ב.
מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ג.

.xמ�א את האסימפטוטה המאונכת ל�יר  ה�ד.
שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

. 4+x23—x3    מת�יי� אי השוויו�    x 0 <הוכח שעבור    0 ו.
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x3נתונה הפונ��יה    19)

3x+a
,y = 0    > aלפונ��יה יש נ�ודת �י�ו� ששיעור  ה�    .yשלה  

הוא  9.

.aמ�א את  א.
מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה ואת נ�ודות החיתו� שלה ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה ואת תחומי העלייה והירידה שלה.ג.

.xמ�א את האסימפטוטה המאונכת ל�יר  ה�ד.
שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

נתונה הפונ��יה    20)
2x2—8

ax2+bx—10
.y =לפונ��יה יש אסימפטוטה אחת בלבד המאונכת    

.    כמו כ� ידוע שהפונ��יה לא מוגדרת עבור ער� נוס�x  והיא הישר    x = 5ל�יר  ה�

  וער� זה הוא שלילי.xשל  

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

.b  ו�aמ�א את  ב.
ח�ור את הפונ��יה:    מ�א נ�ודות חיתו� ע� ה�ירי�, נ�ודות �י�ו�, אסימפטוטותג.

המ�בילות ל�ירי� ושרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.

נתו� שלפונ��יה    21)
x2+a

(x—3)2
y =.אי� נ�ודות �י�ו�    

.aמ�א את  א.
מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ג.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

 הבעה ע� פרמטרי� (חזרה)—ח�ירת פונ��יות ר�יונאליות 

x+aנתונה הפונ��יה    22)
x2+3a2

,y = 0    > aענה על הסעיפי� הבאי� ומ�א:    (היעזר  ב�    .a
במידת ה�ור�)

תחו� הגדרה.א.

נ�ודות חיתו� ע� ה�ירי�.ב.

אסימפטוטות המאונכות ל�ירי�.ג.

נ�ודות �י�ו�.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

.a >0 מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה א�    ו.

x+2aנתונה הפונ��יה    23)
x2

,y = 0    > aענה על הסעיפי� הבאי�  (היעזר  ב�    .a :(

מ�א את תחו� ההגדרה.א.

מ�א את נ�ודות החיתו� ע� ה�ירי�.ב.

(המש� התרגיל בעמ� הבא)מ�א את האסימפטוטות המאונכות ל�ירי�.ג.
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מ�א את נ�ודות ה�י�ו�.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

.a >0 מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה א�    ו.

נתונה הפונ��יה    24)
a2—x2

(x2+a2)2
,y = 0    > a.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ב.

מ�א את נ�ודות ה�י�ו� של הפונ��יה.ג.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ד.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ה.

נתונה הפונ��יה    25)
x—2

x2—a2
,y = 2    > a.

,  במידת ה�ור�,  ומ�א:    תחו� הגדרה, אסימפטוטות המ�בילותaהבע באמ�עות  א.

ל�ירי�, נ�ודות חיתו� ע� ה�ירי� ותחומי עלייה וירידה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ב.

x2—1נתונה הפונ��יה    26)

(x—a)2
,f(x) = 1    > a:ענה על הסעיפי� הבאי�    .

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המ�בילות ל�ירי�.ב.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ג.

מ�א את נ�ודת ה�י�ו� של הפונ��יה.ד.

מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.

נתונה הפונ��יה    27)
(x—1)2

x2—b2
,y = 1    > b.

מ�א:א.

(2)  אסימפטוטות המ�בילות ל�ירי�.(1)  תחו� הגדרה.

(4)  נ�ודות �י�ו�.(3)  נ�ודות חיתו� ע� ה�ירי�.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ב.

נתונה הפונ��יה    28)
(x—3b)2

(x—b)4
,f(x) = 0    > b.

מ�א את תחו� ההגדרה של הפונ��יה.א.

מ�א את האסימפטוטות של הפונ��יה המאונכות ל�ירי�.ב.

מ�א את נ�ודות החיתו� של הפונ��יה ע� ה�ירי�.ג.


 (x)  שעבור�    x = 0מ�א את ערכי  ד.f.
מ�א את תחומי העלייה והירידה של הפונ��יה.ה.

שרטט ס�י�ה של גר� הפונ��יה.ו.



 ה�ילו� מספר זה הוא עבירה על החו�★) ב
	2 חל� — יח"ל 5 (מתמטי�ה בני גור� — כל הזכויות שמורות ©

 ח�ירת פונ��יות ר�יונאליות):—(תרגילי� לחזרה תשובות  

5(.   ב.  x  א.  כל  1)
)—1 , 2(.   ג.  )0 , 3

30 (מ�סימו�,  
  מינימו�.   ד.  עולה:)5 , 33

1— < x 5  או  > x5  :יורדת  , < x <1 —.

7.   ח.  (1)  4.   (2)  )2 , 1(.   ו.  yה.  1 = 
11.

1 (.   ב.   x  א.  3 2)
  מ�סימו�.) —3 , 2

,  יורדת:x <  או  x 3 > —ג.  עולה:  3

3 < x <3 —  .ה.  3 = )0 , 0(.   ד   .x,

 = 0y  (1)  .1.   ז
2 > m.(2)  שניי�   .

,x <.   ב.  אי�.   ג.  עולה:   x 1  א.  1 3)

.)—1 , 0(,  )3 , 0(,  )0 , —3(.   ד.  x >יורדת:  1 

  מינימו�,x.   ז.  x = 1  ,y = 3  (1)ה.  1 = 

1— = x 3  :מ�סימו�.   (2)  עולה  > xאו  

1— < x  :3,  יורדת < x <  1 1  או < x <1 —.

)1 , 2(.   ב.  אי�.   ג.   x  א.  0 4)

  מינימו�.)—1 , 2(מינימו�,  

— x <1 > 0.   ה.  עולה:  xד.  0 = 

  אוx > —,  יורדת:  x1 <או  1 

 1< x <2  .0.   ח —.

1 , 0(,  )0 , 0(.   ב.   x1  ,—  x  א.  4 5)
2— (.

)—2 , 1 (.   ד.  x1  ,— = x = 2  ,yג.  4 = 

1 (מינימו�,  
25 , 2

  מ�סימו�.   ה.  עולה:) —7

1— < x <2 —  2  או
7— < x <1 —  ,:יורדת

2— < x 4  או  < x < 2
.x <  או  4 —7

 x <.0 >ז.  4 

.   ב.  אי�. x 2  , x —  א.  63)

— x <3 >  או  x 2 > —ג.  יורדת:  3

,x.   ה.  2 = )0 , 0(.   ד.  x <או  2 

3— = x = 0  ,y.ז.  לא   .
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(x) = x2—2x—3

(x—1)2

y

x

f(x) = —6x
x2—6x+9

y

x

f(x) = x2+
1

x2

y

x

y =
2x

x2+x—6

y

x

y =
2x2+x

x2—3x—4

y

x

f(x) = x2+5

x2+x+3
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,x.   ב.   x 1  , x = 1  א.  5 7)

1— = y  .ד.  אי�.)0 , 0(.   ג   .

 x <1 >  או  x 5 >ה.  עולה:  1 

.)0 , 0(.   ז.  x <או  5 

.)0 , 0(.   ב.   x1  ,—  x  א.  1 8)

  מינימו�,)2 , 16(.   ד.  x1  ,— = xג.  1 = 

x > —  מ�סימו�.   ה.  עולה:  2)—2 , —16(

  או— x <2 > —,  יורדת:  x1 <או  2 

 1< x <1 — 2  או  < x <16  .1.   ז —.

1  או  a = —  א.  96)
2 = a  (1)  .0 , 12(.   ב(,

)0 , 6(  (2)   .)13 , 1
)6 , 0(  מ�סימו�,  ) —2

1מינימו�.   (3)  עולה:  
2— < x 6  או  > x:יורדת  ,

 6< x < 1
2— = 1  (4)   .y  .1 , —13(.   ג

  מינימו�,) —2

x < 1 >  מ�סימו�;  עולה:  6 )6 , 0(
,  יורדת:—2

1
2— < x 6  או  > x1  ;— = y.

. x2  ,—  x.   ב.  a 2  (1)  א.  25 = 10)

  (2))6.25— , 0(  (3)   .)6.25— , 0(

  אוx > —מ�סימו�.   (4)  עולה:  2

 0< x <2 — 2  :יורדת  ,< x <0  או 

 2> x = 2  (5)   .x2  ,— = x = 0  ,y.

)2 , 5(.   ב.  a  א.  4 = 11)

.x = 4  ,yמ�סימו�,  1 = 

ג.  (1)  אחת.   (2)  שתיי�.

(3)  שתיי�.   (4)  אפס.

; x2  ,—  x.   ב.  a = 4  ,b 2  א.  2 = 12)

)4 , 2.5(.   ג.  )0 , 4.5(,  )—164. , 0(,  )2.16 , 0(

  מינימו�.   ד.  עולה:)1 , 4(מ�סימו�,  

 2< x < 4  1  או < x <2  :2,  יורדת — < x

. c.   ו.  x 1.5 <  או  x <2 — 4 >או  1 

y

x

f(x) = 5x—x2

x2—6x+5

y

x

f(x) =
5x3+4x
x2—1

f(x) =
(x—6)2

x2+3
y

x

y

x

f 
(x)

4x2—6x+1

(x—1)2
y =

y

x

y

x

2x2+4x—18

x2—4
f(x) =

y

x

f(x) =
25

x2—4

ד.     ג.
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  מינימו�.)1 , 1(;  a = 3  ,b  א.  1 = 13)

x = 0  ,y  ;) 1ב.  0 = 
  מ�סימו�.) —3 , 9

 x <1 >  או  x 3 > —;  עולה:  3)—1 , 0(ג.  

 x <.0 >  או  x <3 — 1 >,  יורדת:  x 0 <או  3 

1 (,  )1 , 1(ה.  
81 , 3— (  ,)0 , 1—(.

.a = 5  ,b = —  א.  152)

. x 5  , x —ב.  (1)  1

1  (2)— = x = 5  ,x = 0  ,y.

  (3))0 , 3—(  ,)6
5 , 0(  (4)   .)1 , 1(

1 (מינימו�,  
  מ�סימו�.) —7 , 9

5(.   ג.  אי�.   ד.  x3  ,— = y = —.   ב.  a  ,4— = b2 = —  א.  163)
  מ�סימו�.)1 , —3

1 , —3(,  )0 , —2(ה.  
5,  המ�סימו� המוחלט:  —.   ו.  המינימו� המוחלט:  3) —2

3—.

  מינימו�.)1.5 , 9(.   ה.  x = 2  ,x = 1  ,y.   ד.  1 = )3 , 0(,  )0 , 0(.   ג.   x 2  , x  ב.  1 17)

ו.  אי�.

.a  א.  4 = 18)

 x  ,)0 , —4ב.  0 
3

(.

  מינימו�.)2 , 3(ג.  

.xד.  0 = 

; x —.   ב.  a2  א.  6 = 19)

  מינימו�;)—3 , 9(.   ג.  )0 , 0(

,x < —  או  x <3 —2 > —עולה:  2

.x = —.   ד.  x2 > —יורדת:  3

. x2  ,—  x  א.  5 20)

.a3  ,— = bב.  1 = 

4(,  )2 , 0(ג.  
;  אי�;)0 , 5

 = 5x = 2  ,y.

—2x—6

x2—4x—5
y =

y

x

y

x

x+1

3x—x2
f(x) =

y

x

2x2—8

x2—3x—10
y =

y

x

x3

3x+6
y =

y

x

x3+4

x2
y =
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.a = —  א.  219)

.)—3 , 0(,  )0 , —1(ב.  

.x = 1  ,yג.  3 = 

.x <  או  x 3 >ד.  יורדת:  3 

1(.   ב.  x  א.  כל  22)
3a, 0(  ,)0 , a—(.

1(.   ד.  yג.  0 = 
2a , (a,מ�סימו�  

)1
6a— , a3—(  .מינימו�.   ו  )1

2a , (a

1(מינימו�,  
6a— , a3—(.מ�סימו�  

.)—a2 , 0(.   ב.   x  א.  0 23)

.x = 0  ,yג.  0 = 

1(ד.  
8a— , a4—(.מינימו�  

 a4— < x <,0ו.  עולה:  

.a4— > x  או  x >יורדת:  0 

, 0)(.   ב.  x  א.  כל  24) 1
a2  ,)0 , (a  ,)0 , a—(.

, 0)(ג.   1
a2  ,מ�סימו�  a†,†—( 1

8a2   מינימו�,3(

—     a†,†—( 1

8a2 .y  מינימו�.   ד.  0 = 3(

;a  x  ,a—  x  א.  25)

a = x  ,a— = x = 0  ,y;

)(0 , 2
a2  ,)0 , 2(:יורדת  ;

a— < x  או  a < x < a—

.a > xאו  

.a = x = 1  ,y.   ב.  a  x  א.  26)

— , 0)(ג.   1
a2  ,)0 , 1(  ,)0 , 1—(.

1)ד.  
a , 1

1—a2   מינימו�.   ה.  עולה:(

a < x < 1
a  :יורדת  ,

1
a < x  או  a > x.

y

x

x2—9

(x—3)2
y =

y

x

a2—x2

(x2+a2)2
y =

y

x

x—2

x2—a2
y =

y

x

x+2a
x2

y =

y

x

x2—1

(x—a)2
f(x) =

y

x

x+a
x2+3a2

y =
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.b  x  ,b—  x  א.  (1)  27)

  (2)b = x  ,b— = x = 1  ,y.

  (3))(0 , — 1
b2  ,)0 , 1(  (4)   .)0 , 1(

b2מ�סימו�,  
 ,( b2—1

b2   מינימו�.(

.b = x = 0  ,y.   ב.  b  x  א.  28)

9(ג.  
b2

 , 0(  ,)0 , b3(  .ד   .b = 3x,

b = 5x  :ה.  עולה   .b < xאו  

b 5< x < b:3,  יורדת

b 3< x < b  או  b 5> x.
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y

x

(x—3b)2

(x—b)4
f(x) =

y

x

(x—1)2

x2—b2
y =


